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عموميات حول الدوال العددية 
[.تذكير واضافات: 


GG AN لن‎ 


که شاط 2 : غرین © من السلس 
ور که شاط © : غرين 2 من السلسله. 
۱ ملخص: 


سب 0 0 4 ۱ 
منحن الدالة ع+ 2+۲ جا : f‏ (4۶0) عبارة عن شلجم راسه ام گر )0 و حور ثمائله هو 


المستقم ذو المعادلة 2 X‏ 
جدول تغيرات الدالة 7 


إذا كان 0 a=‏ إذا كان 0 > a‏ 


م۲ که شاط ©: قرين © من السلسلات 


ملخص: 


f:‏ حي ۰61 و ۶0 - | ] عبارة عن هناو مرک 4 اه و 
6 © 


ax +b 


منحن الدالة 


مستقيماه المقاربان ها المستقيمان کک e‏ 
8 8 


۱ 
إذا كان 60 > 9 و إذا كان 0-0 - 


------2- د به د ا اه بخ اج د 


1 الدالة المكبورة- الدالة المصغورة- الدالة الحدودة: 


| شاط ©: a‏ 
سار ادال 170 د 
X2 +1 ۳ ٠‏ 


1 حدد ,(۰1 جموعة تعريف الدالة /. 
2 بين أن: 3> )/ (Vx € D,):‏ ثم أول النتيجة مبيانياً. 


3) بين أن: 2< ۴)0 :(,طع 09 ثم أول النتيجة مبيانيا. 


.(VxeD,):2< f(x) > 3 اسننتج آن‎ a سل‎ 


۱ 
| کک تحر دف: 


لتكن ث/ دالة عددية معرفة على مجال 1 من 18 . 

* نقول إن / هكبورة على 1 إذا وجد عدد حقيقي ۸ بحيث : 11 > (:)/ لكل × من 1 . 
5 نقول إن / مصغورة على 1 إذا وجد عدد حقيقي 71 بحيث : 71 < (2)] کل کذ من رد 
٠‏ نقول إن / محدودة على 1 إذا كانت f‏ مكبورة و مصغورة على آ. 


لتکن ‏ دالة عددية معرفة على مجال 7 من 18[ . 
* إذا كانت الدالة f‏ مكبورة بالعدد 24 على 1 فإن المنحنى (م0) تحت الستقیم 14 = رع 1 . 
| اه إذا كانت الدالة f‏ مصغورة بالعدد 72 على 1 فان المنحنى (م0) فوق المستقيم 70 = « على 1ء 
| که تطبیق0 : 
عر و ع الدالتين العددیتین العرفتین با يلي: 4+دل )۴ و 3-1-2 )ع 


8 حدد ,2 و ,1 جموعق تعريف الدالتين 7 و ع على التوالي. 
2) بين أن / مصغورة بالعدد 2 عل ,2. 

3 بين أن ع مكبورة بالعدد 2 عل .(7. 

رم تحرربف : 


۱ لتکن ‏ دالة عددية معرفة على مجال 1 و 4 عنصرا من . 


رک 


«نقول إن (4) 7 هي القيمة القصوى للدالة ۶ على امجحال 1 إذا وفقط إذا کان: (©) “رك () / لكل × من 1 . 
ه نقول إن (4) / هي القيمة الدنيا للدالة ۶ على المجال 1 إذا وفقط إذا كان: (0) /<() ۶ لكل × من 1 . 
«إذا كان  )0(‏ قيمة قصوى أو قيمة دنيا للدالة ۶ نقول إن النقطة ((©)/ :)4 مطرافا للدالة كر . 

که تطبيق2) : عرين © من السلس 

1 ,الدالة او ری 1 


0/2 
اح شاط © : 


الشكل التالي يمثل منحنى ثر دالة معرفة على 18 . 3 
AE‏ 
o 7 )-2( < f(2) £ (0) = f (4)‏ 
۰0-۵ ۳ سا 7 
2 لیکن 8 ع ‏ استخرح العلاقة بين () و 


ستاك ۵4+ . ۱ 


SS‏ دالة عددية جموعة تعر 


n 
JT) 


العدد 7 سمی دورا للدالة / ٠‏ 
2 امه 
۶ 0ه الداله (06)0 جرد دورية ودورها هو 27. 
© الدالة 910020 جا دورية ودورها هو 27. 
© الدالة (22)0] جاx×‏ دورية ودورها هو 7. 
که تطبيق 2 : 
نعتبر ‏ و 9 الدالتین العرفتین على ® با يلي (30) 6057 = (2) f‏ و (:5171)27 = ()و ۰ 
این آن الدالتین f‏ وو دوريتين و دورهما على التوایی: 1۲ و 1 . 
7 0 ملاحظات: 
لتكن / دالة دورية دورها 7 . 
* لکل عدد صحيح سبي 7 لدينا: ©) .(vxeD,): ۴)2 +77( = f‏ 


* يمكن الإقتصار في دراسة الدالة ۶ على الجال[0]0,7) ,5 


تکن ‏ و م دالتان عددیتان و ,2 و ,5 جموعتی تعريفهما على التوالي. 


نقول إن الدالتين ۶ و ۽ متساویعان ونکتب ۾ = ۶ إذا کان: 


5 هل الدالتين ر و ع متساویتین في الحالات التالية؟ 


0 1 1 1 
0 هدك" E © 1 )0( -*+1 et‏ یتفن 6 وش 


2 
1-1 


دكن f‏ و ع دالتين عدديتين معرفتين عل 7 
تقو ان الدالة ‏ أصغر من أو تساوي و ونکتب ۾ > 7 إذا وفقط |ذا کان:() و > (*) ۰( ۲۷ ) : 


تكن ۶ و بر این عددين معرقين على 7 و [,>) و (,©) منحنيهما على اي في م.م.م. 


م > / على 1 تعني أن [,©) يوجد تحت (,0) على 1. 

۾ < / على 7 تعني أن (,6) يوجد فوق (,0) على 1. 

0 على 7 تعني أن (,0) يوجد تحت شحور الأفاصيل على 1. 
ه 0</ على 1 تعنى أن (,6) يوجد فوق حور الأفاصيل على 1. 


نعتبر الدالتين ثر و ع المعرفتين على *1 بما يل: 2+1 -2ر- (د)ثمر و 4+1 + ضرع ()ع, 
) قارن الدالتين ۶ و6 . ۰ 
2 ادرس الوضع النسبي للمنحنيين (,0) و (و6). 
عي قرت رین 2 من السلسلة. 
۷ ۷.صورة مجال بدالة عددية: 
ص تعربف: ۳ 


كت 7 دالة عددية معرفة على ]۰ 
جوعة لیم () ۶ بحیث 1 € × تسمى صورة لمجال 1 بالدالة ۴ و نرمن ها بالرمن (۶00 وتكتب: 


: (2۱ 


نان مخال: 


تعتبر الاد ال" العددية ثر العرفة على [2,4-]و الممثاة فى الشکل 
جانبه: 


5 


2 ۱ 
لحدد بالدالة کر صور احالات التالية / 
el, = ]1:3[‏ 01۱ = ر] 9 [1-:2-] = زه : ۱ 1 0 1 و 
|11-| = ,1 [0:3]- وله [1:4|- ol,‏ ۱ 


#2 ۷ عندما یتغیر × في امجال [1-:2-] تعغیر (7)/ في 

5 لجال [0:1]» وبالتالي [0:1]-([1-:2-])/. 

٠ - 10:2۱ ® - ۱-2 5 

> نين اکن أن. [1:2-]-(:۶۵ [0:2]<(و)7 

f(1) = [0;2|‏ ° [1:2-[<(۰/0۰ [1:2-]-<(,1)/*ه 
0 تفنية: 


تكن عر دالتين عددية معرفة على 1 و [4:0] مجال من 1. 


7 


. £ إذا كانت كر تزايدية على [4:5] فإن: [(6) £ :(0)/, | - ([ طنه])‎ ٠ 

ه إذا كانت عر عاقصية على [4:0] فإن: [(6(:/)0)/] - ([:ه])/ . 

« إذا كانت كر تغير رتابتها على [0:0] فإن: | 71:84] - ([4:5]) ر حيث مر القيمة الدنيا و 1 القيمة 
القصوى للدالة عر عل الجال [ط:ه]. 

۳3 كك تطبيق © : رین © من السلسلة. 


۳ ۷.رتابة دالة عددية: 
E ۳‏ 5 وله 02 ۸ باس هك 
کے شاط © ۰ 05 
۱ 2 
نعتبر الدالة المى فة عا با : 5 


1) حدد جموعة تعريف الدالة , 
2) ادرس زوجية الدالة / ثم أول النتيجة هندسياء 

۳ 3) ادرس تغيرات الدالة ۴ على المجال [0:0-[ ثم استنتج تغيراتها على الجال ]00+ :0] , 

حص خامية 
لتكن ۶ دالة عددية و ! مجال ضمن جموعة تعريفها. 
« ر تزايدية قطعا على المجال ۲ إذا وفقط إذا كان: ((5)ر > f(a)‏ > > ه) : (1ع701()95). 
« عر تناقصية قطعا على امحال ! إذا وفقط إذا كان: ((0) < (۵) <( > ه) : (17ع 21()۳۲۵ ۲۷۵). 
« عر ثابتة عل المجال 1 إذا وفقط إذا کان: (Va 1()۷۵ <1): f (a) = f(b)‏ 


لتكن /. دالة مجموعة تعريفها 10 متماثلة بالنسبة للصفر و ليكن 1 مجالا من "1۳ ضمن ,0 و 7 ممائله بالنسبة 


الصفر. 
© في حالة / دالة زوجية» لدينا: 
و ذا كانت / تزايدية على آفانها تناقصية على 7 . 
٠‏ إذا كانت 7 تاقصية على !فإنها تزايدية على 7 . 
“| © في حالة ‏ دالة فردية» لدينا: 
٠‏ 7 هما نفس منحى التغيرات على كل من الجالين آ و . 


الجدول التالي يمثل تغيرات دالة عددية / : 
1 حدد جموعة تعريف الدالة /. 
2 ام الول اذا علیت آن الدالة گر ژوجية, 
۸ 3 ام الجدول اذا علمت أن الداله ‏ فردية. 
کڪ رین : رین © من السلس 
کرک خاصية : 
تكن f‏ دالة عددية معرفة على مجال 1 و عدد حقيقي غير منعدم. 
© الدالتان و + ۶ هما نفس منحی التغیرات. 
5 9 اذا کان 0 < ۲ فان الداللین و .7 هما نفس منحی اغیرات. 


5 9 
ال ٠.‏ سوج ۴ 
= ج س ےج _ --- کر >>- 


© إذا کان 0 > ع فان الدالتين ثم و طما منحى تغيرات غنتلف. 


تطبیق 0 : 


الجدول التالى يمثل تغيرات دالة عددية / : 


ضع جدول تغيرات الدالتين 3- f‏ و /2-. 


FR 


[۷1.م کب دالتين: 
کح شاط 0 ۳ الف NG‏ 0 


نعتبر الدالتين م و 8 المعرفتين با لي: 5+ - و۶ و تلا (80. 
1 آحسب (1)/ ثم استنتج قيمة ((1) )ع . 
ب- آحسب (4-)/ ثم استنتج قيمة ((4-)/)9 . 
ج- أحسب (8) ۴ ۰ هل عکن حساب ((9)۶)8 ؟ 
2 أ- حدد مجال 1 بحيث لکل × من 1 عکن حساب ((2) 9)۴ 
ب- حدد تعبیر (() )9 لکل × من 1 . 


کرک تعر بف: 


لتكن ر دالة عددية معرفة على 1 و © دالة معرفة على 7 بحيث > (3)/ .)۷×x٤1(:‏ 


مكب الدالتين ۶ و £ في هذا الترتيب هي الدالة التى يرم له بالرمن “رهج والمعرفة بما يلى: 
۱۳ ((20)0 = (د)(رمع) :(1ع ۲۷ ). 

0 ملاحظة: 
٠‏ جموعة تعريف الدالة “رمج هي: .D,, ={xeR/xeD, et f(x)e D,}‏ 


« ليكن x< R‏ إدينا ,لاع () [61 ملاع ند جه xeD,,‏ 
0 مثال: 


ا 


لحدد جموعة تعريف الدالة “رمم حيث / و 8 معرفتين بما يلي: #د- وم و ملک - )م , 
© لنحدد جموعة تعريف الدالة “رمج : 
لیکن 8> 7 . لدینا ,2 €× یعنی ,(1 7 و ,61 () [ ۱ 
أي x > R:‏ و 4ع 12 , ۱ 
اى 616 ۲ و 2 و 2 عد یز , 
أي : ام :2] ل |2-:مم | € „x‏ 
سر وبالتالى |0+:2[ل) |2-:مه- | = م,,10. 
77 © لنحدد تعبير الدالة “رمج : 
(0) )و (gof)(x)=‏ :(]س+: 2[ لا]2-:هزء (vx‏ 
() 27 _ 


[ (x)-4 


2x2 


که تطبيق © : 
۳ ۳ ۳ 1 3 
5) نعتبر الدالتين ‏ و € العرفتین با يل: ~= () ل و مد 
حدد جموعة تعريف الدالة هو ثم حدد صيغتها. 
۱ 1 
2 أكتب الدالة ۸ العرفة على 1# على شکل مركب دالتین حیث: ی 


کک ریف 


= (3)ع ۰ 


لتکن f‏ دالة عددية معرفة على ! و 8 دالة معرفة عل 7 بحيث f(x)e J‏ :۰( ۷ ]۰ 


إذا كانت للدالتین ۶ و ج نفس الرتابة على التوالي على المجالين 1 و ل فان “رمج تزايدية على 1. 
إذا كانت للدالتين £ و رتابة مختلفة على التواللي على الجالين 1 و 7 فان “رمج تناقصية على 1. 
> تطبین 9 : رین9 © من السلساته 

3 ۷11 لمشيل المبياني للدالتين : عالق عدت و تبرج جا : 
۲۶ 


` تج ی کت 


1 القيل ل این دال نم مهب 
نعتبر الدالة العددية گر للمتغير الحقيقي » العرفة على 18 با يلي : 0-() 1 حيث 412 و لیکن (,6) منحنا 
في معلل متعامد ممنظم (ز.0.1). 
لكل × من 18 لدا : 18 - و (0)/-- > (م)ه-(ج)! 
إذن ۶ دالة فردية» و بالتالى يكفى دراستها على "13 . 
ج لیکن »× و ( عنصرين من 20 بحيث از > . 


© إذا كان 0 < 4 فان : 


ا تا چا کے 


<y‏ ترج بز یر 
"رن + ax‏ > 
f(9)‏ >(2)/ > 
إذن : ع تزايدية على "18 و با آنها فردية فإنها تزايدية على ۳ . 
ووبب فان f‏ مسف ۹ 


© إذا كان 0> فان : 


حت 


إذن : ير تاقصية على 1 و با آنها فردية فإنها تناقصية على ۸ 
و بالتالي فان / تناقصية على 1۳ . 


5 هد اميل المبياني لاد اھ + × د × 
حو نعتبر الدالة العددية کر العرفة بما يلي: 0 +۷ (:8) و لیکن (,6) منحناها في معلل متعامد منظم (ز.0.1). 
۱ | لدينا: معبزم]<,ط. 
لیکن × و ( عنصرين من ,2 بحيث « >< . لدينا : 


+b‏ رون > ل عزن جح ( > ز 


vax +b > ay +b‏ جح 
(«) ۶ > ()/ ج 


إذن : ۶ تزايدية على |+:4-]= ,2 . 


که تطبيق 002 : رین 0 من السلس 
که قرين توليفي: رین( من السلس 


امتتالیات العددية 


#عموميات حول المتتاليات العددية: 


1. تعاريف واصطلاحات: 


۱ کے شاط 0 : 
8 لاحظ ثم أتمم بعددین ملاتمين لتسلسل کل لاتحة من الواح التالية: 
۲ 0 » 3 4 6 4 ۸0 ۰۰ 


ب. 1 ۰ ۰2 4 ۰ 8 موه 


1 1 1 ۱ 
6 7< ~~ 6 8 
16 9 4۰ ۰ 


2 ما هی العلا 
کرک تعر بف: 
اسمی متتالية عددية كل دالة عددية معرفة عل جزء من جموعة الاعداد الطبيعية .N‏ 


قة التى نعتمدها في کل لاحة للانتقال من عدد إلى العدد الذي بلیه؟ 


لیکن ۸ © 100 نضع في كل ما بل من الفقرات N,n > no}‏ ع I = {n‏ 
تكن 12 - لا :ا متتالية عددية. 
يرهن لصورة 71 بواسطة ول عوض (11)1 ۰ 
العدد ولا چسمی حد المتتالية ذا المدل 7 ويسمى آبضا المد العام. 
برمن للمتتالية ب زعم (,رلا) أو رمدم (يرنا) عوض ا 
امخانه 
© التتالية وجیر(ملا) محبث: 47 = وا محدد مضاعفات 4. لدعا 0 = وله و4 = ولا و8 = ولا و 12 = ولاء 
,979 الاعداد 1 » ۰10 ۰100 1000 و ۰10000 هي حدود لبتتالية 10۳ = بر (vn € N)‏ 
© المتتالية العرفة ب 3 - ۹۷ = ,رلا معرفة انطلاقا من العدد 3 لانه يجب أن یکون 0 < 3 - . ونر ها 
بالکابة وجیر(م۳) و حدها الاول هو: 0 < 2۷3-3 وا و 21 2۷4-3 ۰۷ 
که تطبیق(0 : 
نعتبر المتتالية *روعم(,رلا) العرفة جا بلى: ‏ + 2 = ولا لكل من ۰۷ 
1 آحس الحدود الثلاثة الأولى للمتتالية (ررلآ) . 
2) احسب 1 + ولا و یبولا و ودلا و 1بوولا لكل من لا 
NE‏ احسب المدل 1 بحيث: 2 كت لا 
0 ملاحظة: 
یز بين نوعين من التتاليات: 
ه المتتالية المعرفة بصيغتها الصريحة لحدها العام وهي متتالية يمكن تحديد أي حد من حدودها مباشرة. 
٠‏ المتتالية الترجعية وهي متتالية معرفة بحدودها الأولى وبعلاقة سمح بتحدبد أي حد من حدودها بالرجوع إلى 


الل ود السابفة. 


0 مثال: 
المتتاليات التالية ا ل (vneN*)‏ 
نعتسر التتالیات التالية: 4 1- ۷ 4 —+ "3= VneN*):W,‏ 
١‏ ۵ 1 سس 1 <- V‏ 1 5 
2U, +1‏ لا 1+ n n+1 V‏ 


» 


27 تطبيق 2 : 


نعتبر المتتاليات العددية هت (Un‏ و (Van) n>o‏ وه العر فة ما 3 


Un 
1+Un 


۳ 1- = ,2,۷ - ۷ 
= رپولا:(۱ ع ۷۶)| 43 ۲۲۷ 2۷ ح وبر :(ل2 ء ۱0۷۰" 


1( احسب لا و ولا و ولا وولا. 


= ,لا :1 ع ۰۷ 


$® 


2 بيب بالترجع ان: Zn+1‏ 
2 المتتالية المکبو رة- المتتالية المصغورة- المتتالية المجدو دة: 


کڪ شاط 2 : 
5 5 4 
نعتبر المتتالية برعم( ولا) المعرفة با پل: سب = (vn > N )U,‏ 
01 أحسب الحدود الثلاثة الأولى للمتتالية (ول) . 
2 بين أن: 4 > ولا > 1 لكل 7 من .N‏ 
كن | حزء من N‏ 
ه نقول أن المتتالية رعو(ولا) مكبورة بالعدد M‏ إذا و فقط إذا کان: M‏ > ولا :(1 © (vn‏ « 


8 


.)۷۵ ولا :(1ع‎ ma مصغورة‎ Ue N ان‎ sS 
تکون الال تم( ل]) مد ود ه اذا كانت مکبورة ومصغوره.‎ 


٩‏ اسه إلا وولا: 
2 بين بالترجع أن : 3> .(vneN):U,‏ 


كك خرن( : 
سر ل 
۶ نعتبر المتتالية العددية (,0) بحيث : 1+ 2U,‏ 
vVne N #3‏ 7 ريا 


9 اخس ۱ وول 
6 بين بالترجع أن : 1> .(vneN):O0sU,‏ 
کرک خاصية: 
بعو(ولا)ة غخدودة * 4ل > |رلا| : (61 72 ) : ( 82 ء 31/4 ) 


المتتاليتين (,0) و (,۷) متتاليات ترجعية والتتالية (,۲۷) متتالية معرفة بصيغتها الصريحة لمحدها العام. 


۶ مخال: 


نعتبر (,) التتالية التالیة: 1+ (2+ )ومع2 - 
لدينا: 3 > |,/0]: e N‏ ۷) » إذن المتتالية ( U,‏ 


.(vneN) U 


n 


ك تعربف: 


يدية إذا ا ا ۲ (Vp,‏ . 


تزايدية إذا وفقط إذا کان: ولا < ربولا : )1 € (vn‏ 
تناقصية إذا وفقط اذا کن: ہل > ببولا:(21 (Vn‏ . 
ثابعة إذا وفقط إذا کان: 0 = ولا - يبرملا :)1 € „(vn‏ 


لدراسة رتابة المتتالية لعو( (Un‏ بمكن : 
دراسة اشارة و لاح U‏ لكل ۸ من 1. 


حساب الخارج س ۱ 1 ٤‏ حال إذا كانت زعم( (Un‏ مو جة قطعا (0 > :(Vn > no: Un‏ 
© إذا کان 1< nea‏ د ne‏ ملا) تزايدية قطعاء 
© إذا كان 1 < 21 فان رعم(ملا) تناقصية قطعا. 
0 امد 
حم نعتبر التتالية (,26) العرفة بما يل :22۸-3 (vn e N): X,‏ 


1 لیکن 7 من N‏ » لدينا: 
4 (2-3)-3-(2)0+1 2 رک رک 
۱ 3+ رر-2-3+ ورر- 


2-2 20 


< نعتبر المتتالية (,3) المعرفة با لي : و .(vneN):,‏ 
لدینا: 0< .(vneN):Y,‏ 


سل ليكن « من ۷ إدينا: 


أدرس رتابة المتتالية بوكو (ولا) في كل حالة: 
3 


m= U, = -27+7 
n +1 


ليكن 1 جزء من لا ولتكن رع م(ولآ) متتالية عددية: 
إذا كانت رعم(ولآ) متتالية تزايدية فإن: رولا < ولا :(0ظ < 95). 
إذا كانت رعم(ولآ) متتالية تاقصية فإن: ,ولا > ولا :(مظ < ظ۷). 


= U, =n” + 0 "U, = 


mU, -- ۷7 + 1 


5744 


نعتبر المتتالية برع( ولا) المعرفة با يلى: وب = برلا لكل 7 من لا. 
01 آحسب الحدود الثلاثة الأولى لمتتالية (ولا) . 

2) آدرس رتابة المتتالية (بلا) . 

3) استتج آن: 2 > ,لا : N)‏ € 9). 


| که غرین2 : 
U‏ 
نعتبر المتتالية العددية (,لا) حیث: 3 ۹ 


U, و‎ U, احسب‎ (1 


۱ 2 بين أن: 3 < .(vneN):U,‏ 
EU UE‏ 
دس ل = 


11 5 0۰ 


(vneN):U,,, - 0 


11 


ب-آدرس رتابة التالية (,0). 


VneN U, >6 ج-استنتج أن‎ 


ب شاد ©: 


| نعتبر التتالية برعم( و [ا) العرفة بما بل: 2 + Un = 3n‏ 


4) ققق أن 3 + ول = رل و 3+ یلاع ولا و 3+ يلا - لا 
2 بين أن 3+ ولا = ربولا :6 „(vn‏ 


تكون المتتالية رعم(ملا) حسابية إذا وجد عدد حقيقى ۲ بحيث 7+ ,رلا = يبجرلا :(1 ع «(vn‏ 


ن مثال: 
لنبين أن امتتالية العددية ر_,( ,/) المعرفة با يلي: 5 + 27 - = N) U,‏ € ۷) حسابية. 
که تطبيق 2 : 
حدد ما إذا كانت المتتالية ,,ر,(,/1) حسابية ثم أوجد أساسها وحدها الأول في الحالات التالية: 
çu, 2-37 +2 ©‏ 


ب © 4+ 2 ح çu,‏ 


2 صيغة الحد العام- مجموع حدود متتابعة: 
رصح خاصية: صيغة المد العام لمتتالية حسابية 
إذا كانت المتتالية ,_ (,ه) متتالية حسابية أسامها ۲ فإن: ۳( (Vn e Du, =1, + (n‏ 


إذا كانت «عم(ولآ) متتالية حسابية ی r‏ فان: nr‏ + ولا = ,رلا :(0 > (Vn‏ . 
إذا كانت محو(ولا) متتالية حسابية اساسا ۲ فإن: 1(7 - U, + (n‏ = ,رلا :(1 > (vn‏ 


1( احسب U,‏ 
2 حدد تعبير ,اا بدلا لد" 7. 


3) هل اد 203 حد من حدود ,(,1). 


...09 خاصية: 


4 و 5 و © هي» في هذا الترتيب» حدود متتابعة لمتتالية حسابية يعني < + نل 
که تطبيق 2 : 
حدد إن كانت الاعداد التالية تكون فى هذا الترتيب حدودا لمتتالية حسابية: 
ه 1 و4 و3 ه 3و1 - 12 و2 - 31/3 
ار کک خاصية: 
۱ اذا کانت التتالية (U).‏ متتالية حسابية» فان جموع الحدود المتتابعة اء..٠ر‏ ما ,1 هو: 


(u, +u,) 


7 
(1 + م - 2) هو عدد حدود اجموع و ولا هو الحد الأول و يرلا هو الحد الأخير للمجموع. 
که تطبيق © : 
.ر لتكن (ولا) متتالية حسابية محیث 20 = ورلا و 8- = ولآ. 
حم 1 حدد سا التتالية (ریرلا). 
2) حدد تعبير ,1 بدلالة 7. 


CN =(n-p+1) 


1+ ,1= ده 


که خرن( : 


ف ا( ما نخسا وحده انا وحدها الاول. 
ظ 2) احسب ولا بدلا 1 . 
3) حدد ولا بدلا 2 . 

(4 


جد المتتالية لهند سية: 
1 تعريف متتالية هندسية: 


ا 
2 


کے شاط ©: 
نعتبر المتتالية (منا) المعرفة با يل: "2 (vn € N): Uq = 3 x‏ 

ققق أن 200 = إلا و ,]2 = رل و ولا2 = ولا 
ولا2 = ربولا (vn € N):‏ 


۳ 
بين ان 


تكون المتتالية رعم(ملآ) هندسية إذا وجد عدد حقیقی 4 عيث ,910 = يبورلا :(1 € 971). 
ا آساس ال 
| و مثال: 
نین أن المتتالية بوع,,(ىلا) المعرفة ب "5 × 7- = ولا :(۷ € ۷۸)هندسية. 
2 تطبيق 9 : 


| حدد ما ذا كانت المتتالية ,,,(,/1) هندسية ثم أوجد أساسها وحدها الأول في الحالات التالية: 


çu, - 324" © 

çu, ح‎ 2714+ 4 © 

0 9 
ربا‎ < MU, 


2 صيغة الحد العام- مجموع حدود متتایعه : 


« إذا كانت رعو(ولا) متتالية هندسية آساسها 0 فان: 5ن × ولا = ولا :(0 < ظ۷). 
« إذا كانت محم(ول1) متتالية هندسية اساسا 0 فان: 9۳71 × رلا = ولا :(1 < ظ۷). 
۶ إذا كانت ممحم(ولا) متتالية هندسية آساسپا 1  <‏ فانها متتالية ثابتة. 
| کڪ تطبیق : 


۱ 
نعتبر ‏ (,) متتالية حسابية آساسها 2= ي وحدها الأول 5= :. 


U, احسب‎ (1 


2) حدد تعبير ,1 بدلالة 7. 


5 کرک خاصية: 


۵ و 5 و © هء فى هذا الترتيب» حدود متتابعة لتتالية هندسية يعنى “دعن 


كه تطبیق(0) (0 : 
حدد قيمة العدد × علما آن: 2+ 6؛ 8 تكون في هذا الترتيب حدودا متتابعة من متتالية هندسية. 
کرک خاصية: 
ج إذا كانت المتتالية 


بن (,لة) متتالية هندسية أساسها ي حيث (1 )۰ فإن مموع الحدود المتتابعة 
ار 


. ۵ =u, ۷۸ ۷ ا ا را‎ BUNU lU 


+1 


كه تطبيق 2 (0 : 
تعتبر المتتالية الحندسية(برلة) التق حدها الاول 3 = وله و أساسها 2 = 4 


۶ 

احسب 11 و 2 و ولا و ولا ۰ 
۶ 

احسب ما بدلالة 11 


3 = ۸0 + 5 ۳ e + Ug ات اجموع:‎ 


که رن : 
نعتر المتتالية العددیة ( 7 ) الع فة مایا : 
دع ار 2 ديه 9 ( لعرفة : بلي (neN*)‏ 4 
| ونعتير المتتالية (, ۷ المعرفة بما يلي VneN V,=U,+13:‏ 
م 1- بين آن: U,<3‏ :(* الك 9) . 
2- آدرس رتابة (,0) ثم استنتج أن 2< ,1 :(*۷۸>۷) 
3- و ( ,۷) هندسية محددا اساسا ٠‏ 
4- أكتب ,۷ بدلالة « ثم استنتج ,لا بدلالة « . 


5- ا بدلالة ۸ اجموع © لا EV EV‏ واد و 


Up = U, x 7 Un = ولا‎ + (n - p)r اد العام‎ 
) > n) م)‎ > n) 


b« a‏ و ثلاث 


حدود متتابعة 


امرخ في المستوى 
7 
مرخ نقطتين متزنتين: 
کڪ نشاط 0 : 
ره كن ۸ و 8 نقطين خفن من المستوى () و © نقطة من المستوى تحقق 13-6 6+ 262 . 
“777 ) أكتب المتجهة ۸0 بدلاله المتجهة 48 ثم أنثئ النقطة 0. 
النقطة © تسمى مرخ النقطتين المتزنتين (۸:2) و (8:1) ونكتب [(4:2(,)8:1)] 41ط = 6 
2) تحقق أن: ۸-3۸6 +2۸2۸ لكل نقطة 11 من المستوى. 
3) استنتج جموعة النقط ۸۸ من المستوى بحيث:12- |13 ۸+ 21/۸4] . 
کرک تعر بف: 
سا | لکن (4:2) و (/:8) نقطتين متزنتين من المستوى () بحيث ±0 8 +به. 
ER‏ توجد نقطة وحيدة 0 من المستوى حيث: 0= 8 6G‏ +00۸ 
« النقطة © تسمى مرح النقطتين التزنتین (4:2) و (8:۸) أو مرح النظمة المتزنة [(4:2(,)8:8)). 


و إذا كان 8 = فان النقطة © تسمى مرک ثقل النقطتين ۸ و 8. 
0 مخال: 


إذا كان 1 منتصف القطعة [48] فان 8-0 1+ 1۸ 
ومن النقطة ! مح النقطتين التزنتین (۸:1) و (8:1)ء 
“705 نقول في هذه الحالة أن 1 مرک ثقل النقطتين 4 و . 

0 ملاحظة: 


لتکن (»:4) و (/:ظ) نقطتين متزنتين من المستوى (2) بحيث ۶0 + ينع 


0 = bar ({(A;:@),(B;:8)! جه‎ 16-8 


که تطبيق 0 : 

لنكن 4 و 8 نقطتين من الستوی() و 21۴ 7 . 

۵ أ- حدد قیم 7# التي من أجلها تقبل النقطتين المتزنتين (4:77) و (1- :8)م‌ها 0 ثم أكتب علاقة 
متجهية تربط 64 و 68 فى هذه الخالة. 
ب- أنثئ النقطة © في حالة 2= . 

2) حدد العددين » و 8 بحيث تکون © مرخ النقطتين المتزنتين (/۸:۵) و (8:/6) في الحالتين التاليتين. 
 -|‏ 2-0 5۸+ 20۸ 
ب- 8-1248 30 + .-7GA‏ 

رك خاصية: خاصية الصمود 
إذا كانت © رج النقطتين المتزنتين (:©:4) و (/:8) بحيث 0 +۰۵ فان لكل 1 من * ۸[ لدا © 


: ووی ی کک a‏ خدج 
| يي يت کچ جيم 3 
جج ع کے SL En‏ تس 

3 سه > ب م من 


پچ رد 


هي كذلك مرخ النقطتين التزنتین (» ):4) و (8 8;۸). 


0 برهان: 
ليكن ]من *18: +k 6G B=0‏ ۲۵0۸ جب 5-0 BG‏ + ۰0۸ 
0 مخال: 


بل لتکن ۸ و 8 نقطتين مختلفتین من الستوی. إدينا: 
mn‏ ((4:0.05(,)8:0.1 )“بوط = G‏ 
bar [(A:5),(B;10)}‏ = 
bar [(A:1),(B;2)} ۱‏ = 
رص خاصیة: الخاصية المميزة ارخ نقطتین متزنتين 
لتكن (»:4) و (/:8) نقطتين متزنتين من المستوى بحيث 0ع 6 +۰0 ولتكن © نقطة من المستوى. 


۳ 6 مج النقطتين المتزنتين (/۸:۵) و (8:/2)إذا وفقط إذا كان لكل نقطة 14 من المستوى لدینا: 
يج 70 + 0) < ۳ aMA + BM‏ . 


0 نلیحد: 


1/7 _ 
+ ي0 


© (عل التوالي 


بوضع 4 - ۷ (عل التوالى 8= ۸1) في الخاصية المميزة نحصل على ۸8 


2-8 - 50 ). 
+ ي0 


که تطبیق 9 : 
۱ لتكن ۸ و 8 نقطتين من الستوی (2) . 
8 حدد مموعة النقط ۸ من (8) بحيث : 6= |18 +2/4] 


2) حدد مموعة النقط 1 من (5) بحيث : .|3MA-5M 51 = |-MA+3M Bj‏ 
صرح خاصية: 


و 0 + 02 


6 + يم ل 


3 اذا کانت 0 مج النقطتین التزنتین (/۸:۵) و (/:8)) فان إحدائيق € هی: 


نعتبر في المستوى النسوب إلى معلم (0,7.7) » النقط (5-:4)2 و (8)4:3 و © و "6 بحیث: 
G=bar{(4:3):(B;6)}‏ و G'=bar[(4;:-2):(B:1)}‏ . 
چم حدد زوج احدائیی کل من 6 و ۰0 
LB‏ مح ثلاث نقط متزنة: 
کرک تعربف وحخاصية: 
۱ لتكن (»:4) و (/:8) و (0:7)) ثلاث نقط متزنة من المستوى () بحيث 0 عد ۲+ + :۰.0 
توجد نقطة وحيدة 6 من الستوی حیث: 0 - AGA + GG B+ 7GC‏ . 


۷ القطة 6 تسمی رح قط ا (4:2) , (8:6) , (7: ۲ 


5 د ع كيده لب ۳ - > ع - 
+ کے < e E r‏ 

e ۳‏ ج کي چ مر سے > 

2 تت . 2 ج x‏ ™ 3 ® - 3 


”7 إذا كان << سه فان © يسمى مر ثقل المثلث »۸8 (في حالة 4 و8 و © نقط غير مستقيمية ). 


که تطبيق © : 
| 
EES (1‏ الحقيقية © و6 و 7 محیث تكون النقطة 0 مخ النظمة المتزنة ٤ ((A:2):(B:8).(C:7)}‏ 
الحالة التالية : GA+GB+2GC =3AB- ۸C‏ 
2) النقطة 2 هي مرح النظمة التزنة [(1-:4:1(:)8:1(,)6)! .حدد طبيعة الرباعي ۸6 . 
(A; 0 a)‏ و(8:6) و ۰2 ثلاث نقط متزنة من الستوی حيث #0 7 + / + يمح و / علد حفيفي غير 
لد ینا : 
bar ((A;:ka):(B;:kB),(C:ky)!‏ = © ج G = bar {(A;:2¢):(B;:B),(C:y)}‏ 
کر خاصية: الخاصية المميزة لر 2 ثلاث نقط متزنة 
3 لتكن (۸:۵) و (8:۸) و(72:©)) ثلاث نقط متزنة من الستوی محیث ولتكن 6 نقطة من المستوى. 
E‏ 6 مج النقط المتزنة (۸:۵) و (/:8) و (7:©) إذا وفقط إذا كان لكل نقطة 1 من المستوى: 
70 - 6 + يم) - aMA + 6M B+yMC‏ 
٠‏ 0 نتيجة: 
/ ۲ 


AB +‏ -- 40 وهی علاقة تمكن 
+ 7 + ي0 + 0 + بن : 


بوضع 4 - ۸ في اللخاصية المميزة نحصل على ۸€ 
م اشاء النقطة 0. 


اذا کانت 0 مج النقط المتزنة (©: 4) و (/:8) و (۰)0:7 فإن إحداثيتي 0 هی: 
۵ و a‏ _ بر CY, PY Yc‏ _ 
+ + بو 1 7+ 0 + بو 
که تطبيق 2 : 
حدد زوج إحدائيق النقطة © مرخ النظمة التزنة ((6-:3(,)6-:1)۸:2(,)8 حیث: (۸)1:4 و (8)0:5 
© (-)6. 
سح محر خاصبية: 
لتكن (۸:0) و(8:/8) و (0:7) ثلاث نقط متزنة من المستوى بحيث 0 #2 4+060 و 0 عو + + :۰0 
إذا كانت © مرح (©:4) و (/:ظ) و (0:7) وکانت 11 مرج (۸:۵) و (2)8:6 فان 6 مخ 
( +ع : 8) و (ر: 0) . 


6 


5 ليكن ۸86 مثلثا و© مرح النظمة التزنة ((4:1(:)8:3(.)©:3)! و لتكن × نقطة بحيث AK = AB‏ ۱ 
1 انثئ النقطة 6. 
2) حدد العددين » و 8 بحيث تكون × مرخ النقطتين المتزنعين (۸:۵) و (8:8). 
3) استنتج أن © مرح النقطتين المتزنتين (1:4) و (3:©) وأن النقط ۰1 © و © مستقيمية. 


۶0 ۵+ + 0 + به . توجد نقطة وحيدة 6 من المستوى حيث: 0= 00+80 +8018 +0004 . 
۷ النقطة شت یب النقط المتزنة نت و (/:8) و (0:7) و(2:6). 


6 مج النقط المتزنة (:©:4) و (/:8) و (:0) و (2:6)إذا وفقط إذا كان لكل نقطة 1 من 
الستوی: ۸/6( + مر + 6 aMA+ GM B+yMC+ SMD - (a+‏ 


کرک خاصبية: 
س إذا كانت © مرخ النقط المتزنة (۸:0) و (/:8) و (72:©) و (2:6)» فان إحدائيقق 6 هي: 
177 دق عد Va BYTES | , “Pty‏ _ 
a+ 0+ + 8‏ ةا 7+60+/+ يه 3 
2 طريقة الإنشاء: 


مثال: 
انش ء G‏ مرح اافط (1-:۸) و (8:3) (C;:-1)‏ 5 (2:2). 
/یاستعمال خاصية التجميعية ننثئ النقطة ,6 مرح النقطتين (2-:۸) و (8:3) ثم النقطة ر6 مرح النقطتين 


(1-:6) و (4 
م نش © باعتبارها مرح النقطتين (0,:2) و (1:ي6). 
G2‏ 
A‏ 
\ 1 
1 
1 
1 
۸ 
1 


تيللية الجداء البيلى 


۱ 7. محليلية الجداء السلمی فى المستوى: 
1 تذكير: 
02 شط © : 
2 ۹ 60 مثلثا من المستوى قائم الزاوية في 8 بحيث: 2 = 48 ۰ 2= 80 و 8/ ع 46 و 
AC) = 2 [2r]‏ :8ك ). 
| و و و و و وت 
احسب الجداءات السلمية التالية 48.460 و )84.8 و «CA.CB‏ 
صر تعربف وحخاصية: 


لتكن 11 وا متجهتين من المستوى . 


* اه الجداء السلبی للمتجهتين ا و هو العدد الحقيقى 12.2 المعرف با يلى:(1 ;ن )دم || × || = .زا 
كه او متجهتان متعامدتان إذا وفقط إذا کان 0 = 11.2 . 


2 المحم امتعامد المنظم: 


يكن ([:1) اساسا فى المستوى و 0 نقطة من المستوى . 
ا اساسا متعامدا هنظما ذا کان : 1-0 و 21 || و 1 |" 
0ه نقول لمعل ([ :0:1) معلا متعامدا منظما إذا کان: ([:1) ساسا متعامدا منظما: 
ه إذا كان (0:7) أساس متعامد ممنظم و [27]< = ([:1) نقول أن (0:1:1) معلل متعامد ممنظم مباشر . 
في ما تبقی من فقرات الدرس ننسب المستوى إلى معلم متعامد ممنظم مباشر ([:0:1) 
لتكن زب + 1× = زا و 7[ +1 = 17 متجهتين من الستوی (2) . 
, لدینا: * ]زا زر + در رز + 0 + 0 + رد = ( +0۲( + U. = (xi‏ 


شکن (:1)xا‏ و (1):17 متجهتین من المستوى. لدیدا: ۳ + ۷ = 9 .اء 
هذه الصيغة آسمی ا التحليلية ا السایی. 


که تطبيق (0 : 
: ,أحسب الجداء السلیی 22.2 فى الخالات التالية: 
۸ )12-3 و «(1:2-)2. 


aa‏ العدد 17 لكي تكون التجهتان (4 ;2 - 107 و (270 - 1 :103 متعامدتان. 
4. الصيغة التحليلية لمنظم متجهة ولسافة نقطتين 


تت منظم متجهة 
منظم المتجهة 7+ × = 11 من المستوى هو: #بر+ ل = 2ل = | 
سل گم المسافة بين نقطتین: 
3 كن( :)4 و (8)8:18 نقطتين من الستوی . السافة 48 هي: 


ريز - (Yg‏ + ۸(۶ = ون لد = || 48 || = AB‏ 


که تطبیق © : 

تعتبر النقط (1- :۸-3 و (8)1:1 و (5;3-)€ . 

بين أن الثلث ۸86 قائم الزاوية ومتساوي الساقین في ۸ . 
ا 5 صیختا 6050 و 5810 
رص خاصية: 


تكن (110:*7 و ('/7 )0 متجهتين غير منعدمتين من المستوى و0 قياس للزاوبة (2/:12) ٠.‏ لديا 


_ detî) _ 2771 - TS xx! +۷ 


۱ ۱ O ON LTTE 
: © که تطبيق‎ 
.)1/:2( نعتبر المتجهتين (3-:1/3-)1 و (1;۷3-)0 و 0 قياس ريسي للزاوية‎ 
.0 أحسب 6056© و 5100 ثم استتج قيمة‎ 


ا 


0 نتيحة: 


ليكن 880 مثلث. مساحة هذا الثلث هي: »۷ .|(000)48(۸6| < = ك حيث 4ا وحدة قياس المساحة. 


که گرین: 
نعتبر النقط (۸)1:1 و (1:2-)8 و (0)4:5) 
۳3 4 احسب 48.46 AC),‏ :06048 . 
0( 2 هل 48 و ۸6 متعامدتین ؟ مستفیمیتین ؟ 
8 يكن 6 القباس الرئيسي للزاوية (48:4€) . 
احسب 6050 و 0 5111 


آ1. المستقيم في الستوی: 


مب( کے شاط 2 : 
025 لیکن (2 :۸1 و (2;3-)8 نقطتين من المستوى. 
1) حدد العادلة الديكارتية لمستقیم (48). 
2 حدد العادلة الديكارتية مستقیم (۵) المار من 4 والعمودي على (48) . 


ليكن ((1) مستقيما في المستوى. 


كل متجهة غير منعدمة وعمودية على متجهة موجهة امستقیم (0) آسمی متجهة منظمية على المستقم (0) . 
کرک خاصية: 
يكن () مستقیما معادلته 0 = ع + رط + 02 ۰ التجهة (ه :16-0 موجهة ل () » و المتجهة 
( ;)7 منظمية عليه. 
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2 معاد مستفم معرف بنقطة ومتجهة منظمية عليه: 
ارم خاصية: 
معادلة المستقم (2) الار من التقطة (4)30:170 و (7106:0 متجهة منظمية عليه هي : 
a(x - Xo) + b(Y - Yo) =0‏ 
که تطبيق © : 
ي1) حدد المتجهة المنظمية لكل من المستقيمات اد 
(D1): 2y -1 - 0 ۱‏ و 1 < 1 +27 - 32 :(و() و 0 < (D5): x—-3‏ 
۱ 2) حدد معادلة ديكارتية للمستقم (0) المار من النقطة (1 :۸)1 و (3 ;7)2 متجهة منظمية عليه. 
3) حدد معادله واسط القطعة [48] بمحيث: (2 ;4)1 و (2:3-)8 . 


لتکن 71 متجهة منظمية عل مستقم (0) و 17 متجهة منظمية عل مستقم ( )۰ لديا 
(D) //(D') © det( n; N’) = 0‏ . 
(D) 1 (D') 4 727 = 0‏ . 


. آدرس الوضع النسبي المستقيمين (2) و (20) المعرفين با یی: 
0 - 1 - 7+ ع2 (D):‏ وف 0- 4+3 27 24 - (D'):‏ 
مدا 4 مسافة نقطة عن مستقم : 
"مرس خاصیة: 
ليكن () مستقیما معادلته 0 <ع + ترط +۵2 و ر(وب :2۸0 نقطة من الستوی. 
مسافة النقطة ۸ عن الستقم (0) هي: كك ررض ا 


Va TD 


.يكن (2) مستقيما معادلته 0 = 1+ «4 - 3 » و (2:3-)48 نقطة من المستوى. حدد ((0)4:)82. 
LB‏ [1[]. دراسة تحليلية للدائرة 


. المعادلة اللريكارتية إدائرة معرفة عرگها وشعاعها: 
ه اشاط © : 
أ نعتبر الدائرة (6) التي مرکرها(1 :۵60 و شعاعها 2 . 
1) من بين النقط التالية» حدد التي تنتمي إلى الدائرة (6) : (1 :۸63 و(2 8)2 


$ 


( لتكن y(‏ :)۷۲ نقطة من المستوى . 

بين أن النقطة 70 تنتمى إلى الدائرة (6) إذا وفقط إذا كان 0 < 2 - 2 - »22 - 2+ 22 :(6) 
حرص تعربف وخاصیذ: 

الدائرة (6) التق مركزها (ط :2)2) وشعاعها ۴ (0 < ۸) هي جموعة النقط ۷ من الستوی التق تحقق: 
OM < ۲‏ 


المعاد ل الريكارتية للدائرة للدائرة (6) هي: ۶ = >( - ر) + ۶( - ×) وتکتب ایضا على شکل: 
دع + ترط 2 ح >2 - ر + × حيث : 52-85 + كج c=‏ 
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تطبيق © : 
نعتبر الدائرة (6) الت مركرها(3 :20-1 وشعاعها ۷2 . 
2 حدد المعادلة الديكارتية للدائرة (©)2 
رجج2) هل النقطة (8)1:3 تنتمي إلى الدائرة (6) . 
7 تطبيق © : 
حدد جموعة النقط (3:17) 1 من المستوى الي تحقق المعادلات التالية: 
(E): 262 42-46-27 4+1 < 0 ۷‏ 
(E). x+y - 22 - 4 + 5 < 0 ۷‏ 
¥ 0 < 14 + روك + 62 - شير ل 2۳2 (Eş).‏ 
۷ 0 < 3۷7-4 ل (E4): x—x+y‏ 
ا 2 العاد إن اللريكارتية إدارة معر 4۵ باحد اقطار ها: 


كن رر :ي4)2 و (وت« :و2 نقطتین من الستوی 


جموعة النقط 11 من المستوى التى تحقق 0 = 411.814 هي الدائرة التى أحد أقطارها [48] ومعادلتها هي 
0 ح (x - (6 = Xp) + 0 = (0 = Yg)‏ 


تطبيق © : 
يعد المعادلة الديكارتية للدائرة (6) التي أحد أقطارها [48] بحيث (2 ۸)1 و(3 :1-)8. 
۷ 3. تثيل بارمتري لداترة: 
کرک خاصية: 


الدائرة (6) الق مرکها(ط :2)2) و شعاعها 1 (0 < ۸) هي جموعة النقط ۷ من الستوی التق تحقق 
0 + 2 <- ۲ 


النظمة: 10 6 0) / وريم ب یی 1 (8) . النظمة (8) تسمى مشيلا بارمتريا للدائرة (6) . 
که تطبیق 00 : 
۳ 1 نعتبر الدائرة (6) التق مركها(2 :4201 وشعاعها 2 . 
أ- حدد تمثيلا بارامتریا للدائرة (0) . 
ب- حدد نقطتین من ادا زه © )+ 
2) حدد تمثيلا بارامتريا للدائزة ('6) التى معادلا : 0 = 23 + x2 + 72 + 6× - 8y‏ 
4 داخل وخارج دائرة: 


کرک خاصية: 
لتكن (6) دازة معادلا 0 = ع + رط + عره + ۶+ ۶× لكل نقطة (1/)30:170 من المستوى إدينا : 
6 11 نقطة من لذازة (6) تکلو» 0 << 6 + و2 + وده + Xo + Yo‏ 
M o‏ توجد داخل (C) o‏ نكا > 0 < + ۷۵ + E + axo‏ 2 


x Ty + 020٩1 ۷ + << UO COC ه 7 توجد خارج الدائرة‎ 


5 ج4 تطبمق 22 : 
حل مبيانيا التراختین التاليتين : 
| 0 >4 - برك +22 - 7۶+ ۶ :(1) و 0 < 4 - 2x + 4y‏ - كرو + 06:22 . 
بل سن 0 >6 + 62-27 + 72+ x2‏ 
حل النظمة الاي خي رد :0( 


5 الأوضاع النسبية إدائرة ومستقم: 
س 7دراسة الوضع النسبي لدائرة (0) مركزها © وشعاعها 18 مع مستقیم (0) يمكن حساب (() :4)0 
ومقارنتا بالشعاع ٩‏ . 
کرک خاصية: 


o‏ إذا كان 2 < ((ظ) :006 فإن الدائرة (6) والمستقيم (0) لا يتقاطعان. 


o‏ إذا كان 2 - ((ظ) :406 فان الدائرة (6) والمستقيم (1) يتقاطعان في نقطة وحيدة. 
o‏ إذا كان <R‏ ((ظ) 0067 فإن الدائرة (6) والستقيم (0) يتقاطعان في نقطتین مختلفتين. 
دم 3 : 
ادرس الوضع النسبي للدائرة (6) و الستقم () في الال التالية: 
(C) : (x - 2(۶2 + 0 - 1(۶* = 5‏ ۲ 0 < 417-2 32 : (2). 


6 معادلة ديكارتية للستقم ماس إدائرة في نقطة معلومة من الدائرة : 


کک تعربف: 
كت (©) دائرة م‌گها و 4 نقطة منهاء نقول إن الستقم (0) غاس للدارة (6)عند التقطة ۸4۸ 


دوه 


اذا وفقط اذا کن (2) عموديا على (24 ) في 4 5 
کرک خاصية: 
۱ 
لتكن (6) دائرة م‌کها و شعاعها ۸ و 4 نقطة منا»و لتكن ۸ نقطة من المستقم (0) . 


المستقم (0) ماس للدارة (6) عند النقطة 4 إذا وفقط إذا كان 0 < 4//.447 . 
که تطبيق 9 (0 : 
-- عر الدارة 0 = (CJ): x+y - 22 - 4y‏ 
1 مشق ان (4)2:4 نقطة من (6) . 
2 حدد معاد اللماس (ظ) للدارة (6) عند النقطة 4 . 


که قرين توليني: 
تعتبر في مستوی منسوب إلى معلل متعامد منظم ( 0;5) النقط (1-:۸)2 و (3-:4-)8 و (3-:0)1. 


1( ا AB‏ و AC‏ و det (AB; AC)‏ و ۸۰ 
ب- ا 4 cos( 4B;‏ و )48:4€( sin‏ م استنتج القياس الرئيسى للزاوية 3539 
ج- آحسب مساحة الثلث ۰۸86 
2) أ- حدد معادلة ديكارتية امستقیم () الار من 8 و العمودي على الستقیم (۸) . 
ب- حدد معادلة (۸) واسط القطعة |۸٣|‏ 
ج- بين أن (۸)//(ظ) 
د- آحسب ((4)4:)2 و ((4)8:)۸ 


3) حدد بطریقتین مختلفتین معادلة الدائرة (©) دائرة أحد أقطارها [48] ثم حدد تمثيلا بارامتریا اء 


0 > 5 - ررك +عر2 + x + y”‏ 
4 حل مبيانيا النظمة 0 < 27+10 + 1 
0 > 5+ (4 + 2 


2 


أعط معادلة ديكارتية للدائرة (,©) التى أحد تمثيلاتها البارامترية هو : ( > 6)/ 


چو هچ 


4 


اباب المثلق 


کے شاط تذكيرى: 
لی فب ل معا متعامد منظم (0,5,7) و(6) الدائرة المثلثية التق مركرها 0 . 


—125T 


۳ نعتبر النقطة ۸1 من الدائرة المثلثية و التي احد افاصيلها المنحنية هو 
ج آ-حدد العددین 2 © ۸ و 18 € » حيث 7 > » > 7 - لكي یکون 2k‏ + مه - کشت . 
ب-استنتج الا فصول النحنی الرئيسي للنقطة ۰۲۲ 
2 حدد الافصول امير ارسي لكل من التقطتين تم و( 
ی ع Tr‏ و و 
4 تحقق من أن: 2 = 04 ,08). 
5 سط التعبیر التالى: ۱ -2) sin( + 112( + cos(x + 287 + ۶) + x) + sin‏ . 


5 صيغ التحويل: 


.8 ) 


کڪ نشاط 0 : 
نعتبر معلما متعامدا منظما ([:0:1) في المستوى و(6) الدائرة المثلثية التي مكدها 0 . 
1) هل العلاقتين التاليتين صحيحتين؟( علل اجابتك) 
R): cos(x + y) = cos(x) + cos(y).‏ ع R)(vy‏ ع 0۷ هج 


R): sin(x + y) = sin(x) + sin(y). 3‏ ع (VxE R)(vy‏ هج 
2۷) لتكن 8 و 4 نقطتين من الدائرة (۰)6 أفصوليهما المنحنيين 5 وه على التوالي حيث 18 > (ط,ه) . 
0 بين أن cos(a — b)‏ - 04.08 لاحظ آن: 27 -م = (04,08). 
ب) اکتب 04 و 08 في الاساس ([:3). 
ج( اس -باستعمال الصيغة التحليلية- الجداء السلمي 0۸0 
د( استنتج ان: cosa 605 + sina sinb‏ = (ط - 060500 استنتج ان: 


cos(a + b) = cosa cosb - sina sinb 


: ستنتج ان‎ | cos (E 3 3 = 5171)( اذا علمت ان‎ ( ۸ 
sin(a + (ط‎ = sina cosb + cosa sinb ثم‎ sin(a - (ط‎ = sina cosb - 050 06 Kia 
کرک حاصیذ:‎ 


يكن 0 و 2 عددين حقیقیین. إدينا الصيغ التالیة: 
cosa 605 - sina sinb‏ = (ط + 00500 ® 
b) = cosa 605 + sina sinb‏ — 60500 ® 


® sin(a + b) = sina cosb + cosa sinb 
® sin(a - b) = sina cosb - cosa sinb 


TC 1‏ 7۲ . 511 7۲ . 
1) اذا علی ان ۰ تاد بت = سس ان 2-2 = » أحسب 7 sin — COS‏ وخ ومع — sin‏ 
( د 3 و ل ل و 3 12 2 12 32 12 


4 1 = sin(x + 5 sin - 6( 


وک )05 ع 5 + 0051۲ = روم هه 


3) علا ان > » > 0و2 >> 0 و < = (205)8 = (511)0 . حدد قيمة .a +b‏ 
کڪ شاط 2 : 
۱ لیکن ١‏ و عددين حقیقین حيث 17 + > + a‏ و 17 + 2 عد ط و 1 +۶۶ + ه و 1 + 2 ع [ - و 


لكل 7 ع /, 


tana—tanb 1 ۳ 0 tana+tanb E 
0704 > ھا » م استتج ان : وم مرب(‎ )٩ ٢ رار س ا ۰ مس‎ 
کک خاصية:‎ 


لیکن © و 9 عددين حقيقيين بحيث: ۸7 + 2 + 9 و ا + 2 ع ه لکل €2 . 


tan 0۰ 


اه إذا كان 6۲ +2 عع ط + a‏ لكل 2 € ۲ فان: 
٠‏ إذا كان ۲ +2 عع ط - »ع لكل 2 ع 6 فإن: 
که تطبيق © : 
لیکن × عددا حقيقي حيث kr‏ + 2 عد بر و KT‏ + 2 عد بر و 107 + 2 - عو x‏ لكل 7 ع /, 
EB‏ التعییر 3 + .tan (E- 3 x tan (E‏ 
کرک خاصية: 


.tan(a 1 0 5 1-12۳ ۳ 0 


tan 0-7 


.tan(a 5 2 ۳ 1 +121 


ليكن © عددا حميقيا. لد بتا: 
sin(2«a) = 2512 a cos a‏ 
cos (2a) = cos a — sina = 2cos 0-1 = 1 - 0‏ 


. 2 1-605 0 
۲/۶ = 


2 
11+05 20 


cosa = 
2 


إذا كان k7‏ + 2 عد ه و 1۲ +2 عد 24 لكل 1 € ۸ فان : 
که تطبيق © : 
1( إذا علمت أن × 2 = . احسب (2) 05 ,)2( .sin‏ 
@ يكن علدا حقيقيا. بين ان: 2 = () 25102 + (م)ومع + 1 . 
غا 3( لیکن × عددا حقيقيا حیث ع . بين ان (ک) مھا مت 


sin(x) 


2210 0 


tan(2«a) = 


1-0 


ع تحويل جداءات إلى مجاميع ومجاميع إلى جداءات: 


1 تحويل الجداء إلى مجموع: 


۱ 
جح شاط © : 


لیکن © و 2 عددین حقيقيين .!سط التعابير التالية: 
ا b) cos(a + b) - cos(a - b) a) cos(a + b) + cos(a — b)‏ 
d) sin(a + b) - sin(a — b) c) sin(a + b) + sin(a — b) ٠١‏ 
کرک خاصيية: 


| | لیکن © و عددين حقيقيين. لدينا: 
® [(0- »)و0 + cos 0 605 0 = -] 0 +b)‏ 
وه [(- 005/006( + [cos(a‏ 


[sin(a + b) + sin (a -b)| وه‎ 


sin 0 sin b = —- 


sin 0 605 8 = 


4 


cos a sin 0 = 1 [sin(a + b) - sin (a — b)| ۰ 

که تطبيق © : 

cos) 0‏ () همه و () هد( )همه . 

2 يكن × عددا حفیقیاه بين أن: : ىف (005)2:0 = - = 3 ت 6 «Sin 6 + 3 Sin‏ 

2 تحويل المجموع إلى جداء: 

یکن و2 عددين حقيقين. نضع +2 < م وط -ه - و لہا 24 م و فا داق 
بتعويض 9 و © بصيغتيهما في علاقات تحويل الجداء الى جموع نحصل على اللحاصية التالية: 
سح محر خاصيية: 


ليكن 7 و 4 عددين حقيقيين. لدينا: 


۰ و7 وء 2 = 5110 + 51112 


2 q و‎ 


sin  - 51۳00 = 2 005 سس‎ Sin 


سب + 
وم 203 = 6050 + 005 


0 ۳9 


06051 - 605 0 = —2sin سس‎ sin 2 


که تطبیق © : 
1 بين ان = 3 .sin (2) + sin‏ 
2) لیکن × عددا حقيقياء. حول الى جداء التعبير التالي : 5113136 — A(x) = 00526 — cos 2x + sin2x‏ 
3 لیکن × عددا حقيقيا. بین أن : 6052 »4517222 = :2 ومع - 6056 
۷ 5 تحويل الصيغة × ۸ acos x +۲ si‏ : 
0 نهید: 
لیکن » و 9 عددین حقيقيين بحيث : (0:0) ± (0:») 


acos x + bsin x = Na +“ + لسغا : نیس‎ 
a” +b” a” +b 


سر اریز جرا ره 
ل “م + a”‏ ببس 


005 0 = 


0 

اذن : ی 

Ja? +b 

. acosx +bsin x = la +b” (cosa cos x + sin SI" ¥) : ومنه‎ 
.acosx + bsinx - أى أن : (» - )وم ”+ تمل‎ 

کک خاصية: 


- 0 7 


٩1۳ 0 = 


يي 


ليكن 4 و 5 عددين حقيقيين حیث: (0: 0) ع (5: ه). 
يوجد عدد حقيقى 0 بحيث : )¢ - 60500 acos x + bsin x = (a^ + b*)‏ 


0 6 ۲ 
سس << 6 5 00 > الث( 177 اه 
Mm‏ < تو 


حت 


أكتب التعايير التالية على شكل: ‏ (0© - )7605 


6) = ۷3 cos (2x =2) - 02و‎ 3) B(x) = 1/3 605 - sin x 


معاد لات ومتراحات مثلثية: 


2 يذكير: 
ا نیون 
COSX = 0050: < /kef 9‏ ® 


X= -0 + 7 


X= + 77‏ ۱ ۱ 
ر ‏ 1 > 0 ٩10‏ ح عر 10و ® 
77 + اج <- ز 


X=a+kr / 17‏ > 0 202-1210 ® 
که تطبيق © : 
0 حل ف الجال 1 العادلات التالية: 


1 ا [r‏ = 1 
ك7  Vasinx+1=0‏ ]0,27[ = 1 
tanx = 3‏ 
sin x = 2‏ - 2 وم 1/3 
2 حل ف امجال ای | = 1 المتراحة التالية: 2/د < ۲ طزو ‏ وم 1/3 . 


مما 


که كررين: 

A(x) = 21/3 sin x — sin2x — 351712 + لکل × من 15 نضع: دومع‎ 

# احسب (2) ۸ و (ج) ۸ 

„(vx € R) ۸0 = 2 وم‎ )+*( )1- 2 si x) بين آن:‎ 2 

3) حل ف ۳ المعادلة: 0 = A(x)‏ 

4( استنتج حلول المعادلة 0 = ()۸ في المجال [10,27 ْم مثل الحلول على الدائرة المثلثية. 
5 حل فِ 0.27[ التراحة 0 < (×)Aء‏ 


4 


الدوران ف المستوى 
1 الدوران والدوران العکسی: 
1 تعریف: 


2 


کے شاط © : 

يكن (۳) مستوى موجه توجیها مباشرا. 

نعتبر 49 و نقطتين من المستوى (8) و 0 عددا حقيقيا بحيث [27] ۶ = ». 
OA - 8‏ ا 


220110 = [2r] اوا‎ 


الدوران الذي مركده 0 وقياس زاويته © هو التحويل المستوي الذي بربط كل نقطة ۸1 من المستوى بالنقطة 


"۸ المعرفة با يلى: 
® () - / إذا کان 0 - .M‏ 
QAM = 7۲‏ 
OM, QM’) = ۱‏ 
0 مثال: 
يكن ۸86 مثلثا متساوي الأضلاع و 1 منتصف القطعة [80]. 8 


( 2 كان 2 عد .M‏ 


۷ لدینا: 8 = (۸) ٣‏ حیت )7= . 
۷ لدينا: 8 = (0)) :7 حيت =r),‏ . 


” لدينا: م = (7)00 حيت 1-082 © 


8 له ا 0 <()<«حیت (7),۶- 7. 
لیکن (» :۲)0 دورانا و 24 و7 نقطتين من المستوى بحيث ۸ (/()۲, 
ه إذا كان 2 ع 7۲/1 + » : فإن المثلث 01 متساوي الساقين في 0 وواسط القطعة ['1414] يمر من 
0. 
و إذا كان [27] = » فإن الدوران (:7)0:0 هو اقائل الرکی الذي مركزه 0. 


® إذا a = 0]27[ ù‏ فان: (VM <(P)):r(M)=M‏ أي أن جميع نقط المستوى صامدة بالدوران 
( :۲)0 ولسمى فى هذه الحالة التطبيق المطابق. 
و إذا كان [0]27 ± » فان 0 هي النقطة الوحيدة الصامدة بالدوران (:7)0:0. 


هد الروران العلیبی: 


ج شاط © : 
لیکن (۳) مستوى موجه توجیپا مباشرا. 


لیکن 4801 مریم عركاه 0 بحيث: [277] 2 = (45 ,48). 

دعتر ۲۱ الدوران الذي رکه 0 وزاوبته و12 الدوران الذي رکه 0 وزاوبته بت 
) اثمء شكلا مناسباء 

2 إملاً الجدول التالي: 


الدوران (»- ,۲)0 الذي مرکزه 0 وقياس زاويته »- يسمى الدوران العكسي للدوران (» ,۲)0 و نرمن له ب: 
+ 7 ولدينا لكل نقطة 1 من المستوى: ۸ = ( '1/1) 1 r‏ جه ۸۲ < ( )7 


خاصیات الدوران: 
1 المفاظ على المسبافة: 


لیکن ۲ دورانا و ۰8۰۸ ۸ و'8 أربع نقط من الستوی, 
إذا کان ۸ = (A4)‏ و B'‏ = (8)” فان: ۸۶ ۰۸ 
نقول إن الدوران يحافظ على السافة او إن الدوران تقایس. 
۲( که تطبيق © : غرین © من السلسة. 
۱ لیکن ۸8 مثلثا في الستوی. 
نعتبر النقطتين ۸۸ و ۸۷ خارج الثلث ۸80 بحيث ۸۸۸ و۸۸0 مثلثان 
متساويا الاضلاع. بين آن: MC = N8‏ 


2 المفاظ على قباس الروایا الموبهة: 
کرک حخاصیذ: 
هب تكن ۸ و8 و© نقط من المستوى بحيث 8 + 4 و © + 4 و ۸۵ و8 و 0 صورها على التوالي بدوران ۲ . 
لدیغا: 1۳9 E a‏ = ( ۸6 18,60 ). 
ظ نقول إن الدوران يحافظ على قياس الزوايا الموجهة 
0 بصفة عامة: 
تکن ۸ و8 و 6 و أربع نقط من الستوی بحيث ۶ و CD‏ و ۸ و'8 و 0 و9 صورها على 


التوالی بدوران ۳, لدینا : [0۳(]27 8۳ ۸) = 010 :هل ) . 


لیکن 7 دوران قياس زاویته © و4 و و ۸ و أربع من المستوى. 


إذا کان ۸ = (۲)۸ و “8 -(8) فان کی 


ن ۳ : رین © من السلسة. 
6 مثلث متساوي الأضلاع مع [2] < [ 8:6 )۰ ننثئ خارجه متوازي أضلاع :80101 ولیکن , 
الدوران الذي مركذه ۸ وقياس زاويته 0 

آنثیع ‏ صورة £ بالدوران, » ثم بين أن ٥۴2‏ مثلث متساوي الأضلاع. 

بين أن =(CF:CA)[27]‏ زه :| 

ماذا يمكنك أن تقول عن النقطة ۴ إذا كانت £ تنتمي إلى المستقيم (48). 


3 الدفاظ على معامل الاستقامية: 


کرک حخاصیذ: 
لیکن ۲ دوران في الستوی ولتكن ۰۸ 8» ۰ ۸ 8 و 0 نقط من المستوى بحيث '۸ = (۲)۸ و (۲)8 

۸۷ = kA'C' فان‎ AB = 646 إذا كان‎ .r(C) = 6 gyB' | 

نقول إن الدوران يحافظ على معامل الا ستقامية. 

كح تطبيق © : غرین © من السلسة. 

تكن ۸ و ظ و 1 صور النقط 4 و و ! عل التوالى بدوران يث [ منتصف القطعة |4۴ ]۰ 

ان 7 متتصف ا 4'B'|‏ |„ 


شك تطبيق © : قرين 9 من السلسة. 
60 مثلث و 2 نقطة نحيث : - ٠ CD‏ لیکن الدوران الذي مركزه ۸ وقياس زاويته ج 
) أَأشئ 8 و" و 10 صور 8 و © و( على التوالي بالدوران + . 
2) بين أن النقط '8 و "6 و'(1 مستقيمية. 
کرک حخاصیذ: 
اا لیکن © مرح النقطتين المتزنتين نم و (/:8), 
وان کانت ۸ وظ و © صور النقط 4 و8 و © عل التوالى بدوران «فاٍن 0 هي مرح النقطتين المتزنتين 


)4;0( و (/:8). 


نقول إن الدوران ييحافظ على الرخ. 
و 
1 صور بعص الاشكال بدوران: 
لیکن ۲ دورانا و تکن ۸ ۰ ل[ (0 ۸ و O‏ نقطا من الستوی بحيث ۸ = (۲0۸ و '8 = (۲)8 و 
الال = (۲/0: 


3 حر خاصية: 


هه صورة القطعة |48 ] بالدوران” هي القطعة | ۸۶| 
٠ه‏ صورة المستقي (46) بالدوران r‏ هي الستقی ۸۱) 
ه صورة نصف الستقم AB)‏ | بالدوران ۶ هي نصف الستقم ( ۱۸ 


و صورة الدائرة (6)0,19 الى م کھا 0 وشعاعها ۸ بالدوران ۲ هي الدائرة (6۳)0",1 التی مھا ”0 


ور 

R((D)) ع‎ (D') 

۰ صورتا مستقيمين متعامدين بالدوران r‏ هما يمان متها مك انه 

۰ صورتا مستقیمین متوازيين بالدوران , هما مستقیمان متوازیان. 

© إذا کانت 0 M‏ تنتمى إلى تقاطع مستقيمين (D)‏ و (۸) فان صورة ۸۷ بالدوران r‏ هي نقطة تقاطع 
صورلي المستعيمية (D)‏ ا بالدوران Fr‏ »۰ 

0 مريع مع یم تكن £ نقطة من القطعة [80] مخالفة ل 8 و © » و 7 


نقطة تقاطع الستقم (120) والعمودي على )4٤(‏ في 4 . و + الدوران الذي مرکره ۸ وقیاس زاویته 5 ۱ 
01 حدد صورة کل من المستقيمين (80) و .)4٤(‏ 

۱ 2( ) استنتج صورة النقطة £ بالدوران 7 . 

“7ع تطبيق © : قرين © من السلسته 


ليكن »۸ مثلثا متساوي الساقين و قائم الزاوية في ۸ بحيث ]27[ -[48:46) ؛ نعتبر 1 منتصف القطعة 


[80] و لیکن الدوران الذي مرکره 1 و زاويته 07 ولتكن (0) الدائرة التي مركرها € والمارة من النقطة 1 . 
) بين أن 8 = (8)م وأن ‏ = ۳00 

2) أنثى (0) صورة الدائرة (6) بالدوران ,م . 

3) الدائرة (0) تقطع القطعة [460] في 2 و ('©) تقطع [48] ني ٣‏ .ین آن - ()”. 

كم رین 2 من السلسة. 


0 مثلث متساوي الساقین و قام الزاوية في 8 حيث: 0 = (80:8) و 0 نقطة من الستوی . 
نعتبر الدوران ۲ الذي مره 0 وقیاس زاویته 7 » نضع 2۸ (۲)۸ و0 = (۲)0. 

0 أنثىء شکلا مناسباه 

2 بين أن: [5]2 = (۸0 (AC:‏ 

8 بين أن المستقيمين (80) و (8/'0) متوازيان. 


4 


چ نف ww‏ 
مهایة دال عددية 
ود @ 
۶« النهاية النتهية واللامنتهية لدالة فى نقطة 
1 النهابة المنتهية لرالة مي لقطة: 7 
رد 
الشکل جانبه عثل مثلثا 048 مساحته 8072 و ۸ نقطة متحرکة على القطعة 
[08]. نعتبر (<)/ مساحة الثلث 01/1 . ۱ 
ه نلاحظ أنه عندما يقترب × أكثر فأكثر من 4 فان (د) يقترب أكثر فأكثر 8 0 
من العدد 8» نقول ان (09 ر پژول ال 8 عندما ورل دال 4 آو آن اة 
الدالة ۶ فى 4 هي 8 ونكتب: 8- .lim f(x)‏ 
0 0= )۶ حصنا . 


۶ 


8 < 2<*4 = 11۳0122 < (عد) 7 lim‏ 
* لدینا تعبیر (0 هو: ×2 ح (:)۰ نجد آن: اف ا" 


lim f (e) = lim 27 = 2x0 =0 


تكن ر دالة عددبة و © و1 عددين حقیقیین ببحيث ر معرفة عل ال عل شکل إنه+ 4:ه- 0[ حيث 
aeR”‏ أو على جموعة عل شكل |۱۱۵ |ے +4 :یه - ۵ 1 
إذا کان(0)کر پژول إلى 1 عندما يؤول × إلى © فاننانکتب: 1= ۳۲۵۵ أو 1= lin f‏ . 
2-0 0 


اک كر دالة عددبة و 6 و] عددين حفيفيين. 
إذا كانت تقبل نهابة ] عند © فان هذه الهابة وحيدة. 


حب نتكن ر دال عددية و © و ] عددين حفيفيين بحيث ر معرفة على جال على شكل | +4;»- م[ حيث 
"> »6 أو على جموعة عل شکل ۵/۱1۵ +۵ :یه - م[ ۰ 


٠ه‏ لساب (:3) 7 11۳0 نقوم بداية بتعویض × ب © فاذا كان اناج عدداء فان: (۵) ۶ = (2<) /ر ۰11۳ أما إذا كان 


انات ١‏ فإنه يتوجب استعمال التقنية الناسبة لإزالة هذا الشكل غير الحدد. 


۰ اللأشكال غير الحددة س وهی: و g"+oo—oo"‏ 0200 „ 


47 تطبیق © : 


آحسب النبايات التالية: 


7 


2 النهاية اللامنتيية لرالة مي أقطة: 


كت كر دال عددبة و 0 عدد حفیتی. 


» إذا کن (2)] پژول ال +٥‏ عندما يؤول 2 إلى © فانتا نكتب: 0+ = f )x(‏ imا‏ أو + = lim f‏ 
a 2-0‏ 

تچ ٠‏ إذا کان (0) ار کول إلى -٥‏ عندما يؤول × إل © فانتا تکتب: موم = (×) ۶ صنا أو مه = ثر [im‏ 
2-01 0 

7 ۴ النباية على اليسار والنهاية عل المين لدالة عند نقطة: 


0 كر دال عددبة و 0 عدد حفيتى. 
ه هاية الدلله ۶ على امین في © هي نهاية الداله ر عندما يقترب × من © بقم أكبر من © ونکتب:()۲ ونا 
< 26 
lim f(x)‏ . 
بر 
* نهابة الداله ۶ على اليسار في © هي نهاية الاله ر عندما یقترب ‏ من © بقم أصغر من © ونكتب: 


lim ۶)) أو‎ im f )0( 
2 > 


. 1 . 1 ۱ ۱ 1 1 . 1 
eli - 0 [1 ممح‎ elim x =0 ۰1117 -- =0 e(vneN ۱ 111 — = ومد‎ 
×40 0 ×40 Xx ×40 ×40 X ×40 
0<عر‎ [۲-0 ×= 0 Xx×=0 (0<عر‎ 


I 1‏ 
٠‏ إذا کان م عددا زوجيا غير منعدم» فإن : += > ہنا 
x‏ 0 

X= 


« إذا كان 7 عددا فردیا غير منعدم) فان : مه - و 


ا 
ه‌تطبیق © : 
| آاحسب الهابات ف 


x 1 o1 X+2‏ ل 1—x‏ ۱ 3+ . 3+ عز 


لتكن / دال عددية و عدد حقيقي. = lim f(x)‏ ج 1= im f() = lim f(x)‏ 
المبرهنة تبثى صيحة إذا كان ] عددا حفيفيا أو ه+ أو 60- . 


0 مثال: 


اسر از الدالة العددية المرفة ما با :۰ 523 ین 


f(x < 2-4 +1: 2> 3‏ 
دا 2- 1+ -صنا = )مر imا‏ و 2-<47+1- 22 .lim f(x) = lim‏ 
x43‏ جر جر X43‏ 
| عا اد 2 = )۶ صنا = دير 1ء فان الدالة ۶ ها نهاية في 3 ولدينا: 2- = (د)ثر نا. 
x43 X43‏ جر 


که تطبيق © : 


4 


1 نعتبر کر الدالة العددية المعرفة با يى: 1 0 
۳ 


۰ ۰ ۰ وچ ۰ 
احسب lim f(x)‏ 9 (د) | imا.‏ ماذا استنتج؟ 
1+ 
02 :سس 
2 نعتبر الداله ] المعرفة عا یل : ۳۳۹ ) ع0 


سر 
X>2 N‏ به -1- وم 
حدد قيمة © الى من أجلها تقبل الدالله ۶ نهابة عند 2. 

ع الم‌اية المنتهبة واللامنتهية لدالة عند 00+ 


کڪ شاط 0 : 


عثل الشکل جانبه منحن الدالهچ د f:‏ في م.م.م (زرا,0) 
سل ) ماذا تلاحظ بالنسبة لقم () ۶ عندما یژول إلى +٥‏ ثم عندما 


3 يؤول إلى 00- ؟ ۱ 


2) ماذا تلاحظ بالنسبة لقم () ر عندما,یژول × إلى 0 ؟ 


کرک حخاصیذ: 


5+ 22624 
lim‏ . 
× 00 -صعز 4X‏ م +دجمر 


لیکن ۸ عدداحقيقيا و */12 © ۸ .لدينا: 


8 lim x<" = +o 5 lim x" = 


26-00 ۳0ج یر 


7 زوجي : ۳ 
7 فردي : 00- 

7 زوجي و0 > »1 +o‏ 

7 زوجي و 0 > : 

7 فردي و 0 < 2 : 

7 فردي و0 > /: 


نبابة دالة حدودية عند 200 هى نباية حدها الأعلى درجة. 
٠‏ نابة دالة جذربة عند ۳00 هي نبابة خارج حديها الأعلى درجة. 
که تطبیق9 :قرين © من السلسلد. 
احسب الهابات الال" 


elim 1+ 572 + 7 e lim — ا‎ e lim 8+ )1- 2 (7 +4 


دج بر 


2 هر 03 كوت ۲۷ 4+2 
e lim‏ 11۳ ۰ 
5 + | سجحاد 3- 2x‏ اس 1+ 5X‏ + رو سید 


0 


كقرين: رين © من السلس 
نعتبر الداله" العددية ر المعرفة يلها المبيانى التالى: (en‏ 


1( حل د 9۳ ٠‏ 


"| ت لو س س س س س س س س ت e‏ 


2 حدد مبيانيا النبايات التالية: 
ım f(x) lim f(x) lim f(x)‏ 
مر 00 - جب مز م + +× 
lim f(x) lim f(x) lim f(x)‏ 
7ج ور ۳ب ور 77 ور 
کرک حاصیذ: 


اک ر دال عددیة معرفة على مجال من نوع]۰0+:۵ ] حيث ® © 0 بحيث 0 < (۶)] (]مه+ ره ] € :)vx‏ 
e‏ إذا كان 1 = lim O NS lim f(x)‏ . 
من لدج عر 0o0‏ جع 

ل a‏ ا lim‏ > فان: 6+ = (2) ل 0لا ٠‏ 
0 2-7 مو دجئر 


: : 2 
. lim x2 + 2x + 5 ۰ 2 وج‎ 1 3 


د العمليات على النهايات: 
يكن © عددا حقیقیا أو . لدينا الجدول التالي: 


۳ حسب البابات التالية 
: 3 عن + 1 + lim ۲2 +x +X 2) lim vx2‏ 17 
0 ۹ مه + بر 
2x 4) lim Vx2+x +x‏ ساعن + lim NX2‏ )3 
۹ مه + بر 


e 111205) 2( =cos(a) e limsin(x) = sin(a)e limtan(x) = tan(d) Si X # 0 17۲ 11 شع‎ 


۰ 
0 امد : 
ا 1 1 1 2 8 . 
lim sin x = >‏ و لا = يرومع lim‏ و 0= limtanx>‏ و 3 = limtan x‏ 
جم سا چب و XOT‏ د 


3 4 6 


٠ |“‏ الدوال ()122ة5 جا و (205)3© د × و (2032)3 + 2 لا تقبل ماية عند ص 


lim tan x = 0 و‎ lim tan x = - 00 . 
حدير‎ 
2 


in 5‏ ۱ 
للحسب تسد . 


* 0« 
که تطبیق 9 : رین © من السلسات 
١‏ آحسب الهابات الالیة 


5111 ۱ 7x . 2 512)-1( 
حح ور[ ه‎ e lim — سس‎ 
0جمر 6 0جمد‎ sin 5X x41 2-1 


ظ tan5x‏ . 26 10 . (22+3)صاة ‏ . 
ا e e lim‏ تب و[ ه 
3X‏ 0ج مر 3X‏ 110 0ج 2 X×¬+0‏ 
٠١‏ 32م 7 1-005 حر . 6 1-605 
لاح ا حح رز ه حتت بر[ ه 
1-(1-)205© 1جمر 21 مجع 21 +0ج2 


¥ اللهایات والترتیب: 
رح خاصيات: 


کا خالا من نوع ]۰۵+ زه ]ء 0 وا عد دن حفيفيين ولتكن / و لا و 1 دوال عددبة معرفة عل احال 7 . 
ر ه إذا کان (Vx EI); u(x) > v(x)‏ فان:(700 lim u(x) = lim‏ . 


۳ 0 و ۳۳ نام + ۳ ۳ ال 


۳" € Di: u(x) < f(x) 


lim u(x) = مه-‎ 


م دب مر 


(vx ع‎ 1); |f(x) - ١| > u(x) 
] pues = 


lim f(x) = إذا کان فان:00-‎ ٠ 
0 


im f(x) = إذا کان فان:]‎ ٠ 
(Vx ED); u(x) > f(x) > v(x) 


lim u(x) = lim u(x) < 1 
جب مر م دجهعر‎ + 00 


lim f )x( = إذا کان فان:]‎ ٠ 
<-)ز‎ +0 


يكن ,® ع × » للحسب 27 + 751۳81 lim‏ . 


0 دب مر 


5 


1 


3 1 
1 م أن .1 ت: ۷۲ 
) بين 2-51 3 ۱ 
X 1‏ ۱ ۳ ۱ 
2 أحسب الهایات التالية : صتا و س صن 


و 
x31 2 - ۴‏ ۴ - 2 مجر 


الا شتقاق وتطبيقاته ۷-۳ 
قابلية اشتقاق دالة في نقطة: 
1 العرر المستق؛ 


لتكن كر دالة عددبة معرفة على جال آ و ۵ عنصر من ۰ 
نقول إن الداله کر قابلة للاشتقاق فى » إذا وجد عدد حقيق 1 ميث 47 1 لتك رووزز, 
0 9 1-0 


Xa 


العدد 1 يسمى العدد المشتق للدالة /ر في » ورمز ا د لكا ر 


Xa راز‎ << 0(( 


0 مخال: ۰۰ 
لندرس قابلية اشتقاق الدالة ر المعرفة على 18 ما يل: 2-5+3د4 - (0)/ في العدد 4-1. ١‏ 
که تطبيق © : > 
آدرس قابلية اشتقاق الداللة ۶ في » ثم حدد (إن وجد) العدد الشتق (0) في الحالات التالية: 3 
من © الال ©: 2+1( و a=2‏ 
LB‏ © الحالة @3- ×3-2ہ=(x)‏ £ و 3-=ه. 
© سه هه 3 


9 ای ©: =۶ و اكك 8 
2 التأويل الهنريببي للعرر المستق- الرالة الثالفية المماسة: 
اا حح خاصیة 


لتكن كر دالة عددبة معرفة على جال [ و ۵ عنصر من ۰ 
إذا كانت الدالله / قابلة للاشتقاق في » فإن منحنى الدالة ۶ يقبل ماسا معادلته في النقطة التى أفصوطا ه معادلته: 


.)7(:y = f )0(6۲- a) + f )0(‏ 
المعامل الموجه غذا المستقم هو (0) ۶ وموجه بالمتجهة ((0) f‏ :1.)1. 


(Cr) 0 


2 مثال: 


ظ انحدد معادله ماس لنحن الدالله / المعرفة على 1 بمالي: 422-5+3 - (د)ي في العدد 4<1. 
ك تطبيق © : 
حدد معاداة ماس لح الدالة ۶ في 4 فى الحالات التالية: 
© الال ©: 2+1( و a=2‏ 
© لاله ©: 3- :2 - 3ن - )£ و 3-دن. 


2+1 


© الال ©: f=‏ و نب 
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کے کے حخاصية: 


حك كر دال عددية معرفة على ال ] و ۵ عنصر من ۰ 
ه الدالة التالفية (0)+(6-)() ۶ جاءد:م سمى الدالة التالفية المماسة للداله ‏ فى النقطة م . 


« العدد (۵)+(-۲)() -(2)م هو تقريب للعدد (د)/ بجوار » و نکتب: () م =(×) ۶ 
لنحدد الدالة التالفية المماسة للدالة ‏ المعرفة ب (8)مذ28 -()/ في النقطة 0= 4 ولنعط قيمة مقربة للعدد 
2sin(0,001) ۱‏ . 
که تطبيق © : 
لتكن ۶ دالة عددية معرفة بما يل: 2+1-4/. - (:د) / 
i‏ 0 حدد الدالة التالفية المماسة للدالة / في النقطة 4=3. 
9 ه حدد قيمة مقربة لكل من العددين 4- 4,0001 و 4- ۰3,999 
ع ال شتقاق على المین- الاشتقاق على الیسار فى عدد: 


3 


1 تعريف: 
کک تعر بف : 
۳۹3 لتكن كر دالة عددبة معرفة على ال ]© زه] بحيث (0 < »). 
> | » نقول إن الدالت ر قابلة للاشتقاق على يمين © إذا وجد عدد حقیقی 1 عحيث: 1 - !۳۹۳-۳۹0 1۳ 


2-0 جع 


« العدد / .سمی العدد الشتق للدالة f‏ في © على امین ونرم له ب (74)0 ونکتب: ۱ = fa (a)‏ 


لتكن كر دال عددية معرفة على ال [ه 0[ بحيث (0 < »). 
ه نقول إن الدالة / قابلة للاشتقاق على یسار © إذا وجد عدد حقيقى 1 محیث: | - ك1 ما . 
« العدد / إسمى العدد الشتق للدالة f‏ في © على اليسار ونر ۸ ب (0) ور ونكتب: 16 ۵-۵ (a) = lim‏ و1 


کک خاصية: 


تكن كر دال« عددية معرفة على جال مفتوح [ و 0 عنصر من . 


0 


ر قابله للاشتقاق في © إذا وفقط إذا كانت قابله الاشتقاق عل امین وعل البسار في © و() ,۶ =(ه)' ,۶ 
0 مثال: 
لندرس قابلية اشتقاق للدالة / العرفة ب |*|- )ثم في العدد 4=0. 
که تطبيق © : 

3 0 آدرس قابلية اشتقاق الدالة ع المعرفة ب ×لہ= (×)ع عل بين العدد 4-0 . 

777 2 آدرس قابلية اشتقاق الدالة ۶ في » في كل حالة من الحالات الاتية: 


x +1 -1‏ = 
© الال ©: 1 5 ۳ و [1-- 6 


1- > 3 : 2 +یر+ بر <() f‏ 


& یر ۱۰1 تست ا 
f )( 5 -1 : 1 < 1‏ 
سل ه التأويل اليتريبي لقابلية الاشتقاق على يمين وسار عرر: 
“ا سس خاصية 2 : 


إذا كانت ر قابلة للاشتقاق عل المين فى 4 فان المح (,6) بقبل 
نصف ماس فى النقطة ((4) :4)4 عل امین معامله الموجه (4) ,7 
ey‏ 8 47 


”* (,7) موجه بالمتجحهة ((4) ر/ :1)1. 


تست قابله للاشتقاق عل السار فى © فان المنحى (, ©) بقبل 
نصف ماس ٤‏ النقطة )) ۸ بت عل البسار معامله الوجه (6) ,1 


X4 
۰): چم ۷ (,1) موجه بالمتجهة ((4)' ,ر‎ 


ذا كان (م) ور عد (0)] فان (م©) یقبل نصفی 
ماس عند النقطة ((4) f‏ ,4)4 وسمی فى هذه الحا 


0 مثال: 
تبر الدالة f‏ المعرفة ب ندا - (0) 7 عل ۹ 


= ال‎ 
X2 


> ۶ قابلة للاشتقاق على يسار 0 بحيث 1- - (0)' ۶ ءإذن منحناها يقبل نصف ماس على يسار 0 معاداته: م _ 7 


۶ 


ها آن: (0)' ,۶ (0) ر » فان النقطة ((0) £ ,4)0 نقطة مزواة. 


7 


که تطبيق © : 


8 اعط التأويل الهندسى لقابلية اشتقاق الدالة ۶ في © في كل حالة من الحالات الآتية: 


۱ |[ : 1 رس 
۱ © الال ©: 1 35 ۳ و 1-- . 


f )x×(=-× +یر+‎ 2 : 1 > -1 


ف و شیر را 
LB‏ ار — xX‏ ح |26 


لتكن f‏ دال عددية معرفة على جال مفتوح 1 و ۵ عنصر من . 
ات N JOT Na‏ 
کات نهابة الداله سد جاتر عندما پوول × إلى © عل العين (او عل البسار) هی 00 فان 
بی حور ۱ 


منحن الدالت ‏ یقبل فى النقطة (() f‏ ,)4 نصف ماس عودی معادله =× . 


0 مثال: 
لندرس قابلية اشتقاق الدالة ۶ المعرفة ب 2- 2/1 = (د)/ على يسار العدد = 
1 
ب .. 2201-27 00 ارصم ۱ 
أ لدیا: مب = سنا - کت ہز[ يوز . 
ا و 1- 2 که ا 0 


1 2 1 e 
50 = وبالتالي الدالة گر غير قابلة للاشتققاق على يسار العدد ومنه منحناها یقیل نصف عمودي مادك‎ 
الأعل.‎ 
: © که تطبيق‎ 


أدرس قابلية اشتقاق الدالة / العرفة ب 2-1× لہ = (#)/ على بمين العدد 4=1. 


7 ند الدالة المشتمة: 
د 3 الإشتقاق على ميال - الرالة المشتقة: 
کک تعربف 0O‏ : 


* نقول ان کر دال قابلة للاشتماق على جال ]12:5[ إذا كانت قابلة الاشتقاق فى كل نقطة من الجال ]0:0 
#نقول .ان ر دال قاب للاشتقاق على اجال [ط ;»| دا كنت قاب الاشتقاق عل ]14:2[ وعل سار 5 ٠‏ 
#نقول إن 7 دال قابلة الاشتقاق على المحال [ط زے] إذا كانت قابله الاشتقاق على ]14:5[ وعل ,کین © وعل .سار . 


تكن كر دال قاب الاشتقاق على جال مفتوح 1 . 


الدالل العددية الى تربط 5 عنصر × من 7 بالعدد المشتق (2) / اسمی الدالة المشعقة ل f‏ عل 1 ورمن طاب "۰7 
>R‏ ]: 1 


« الدالة الحدودية قابلة للاشتقاق على 18 . 

« الدالة الجذرية قابلة للاشتقاق على كل جال ضبن جموعة تعريفها. 

2 الروال المشتقة لروال اعتيارية - العمليات على الروال المشتقة: 

ارا ا ۳ 

١‏ ل و ا ا fim‏ ۱ مه 
اش يوي ا ۱ 0 | ۳:۷1 . CR‏ 


R Funes [| F# | Fane ال‎ 
تسه اه‎ [8 TEE 


o R e 


x2 
1 
Fen) 2| Laren ع‎ - 


ا دس ود ج 


O‏ برهان: 
و اد اد الشابتة : ب۲ 7:2 .(VXER):‏ 
یکین © من 18 ۰ إدينا 0 - lim ZZ‏ + ادن ر قابلة لاشتقاق فى 6 و 0= )"7 
ومنه ] قال“ للاشتفاق على 8 » ولدينا: 5 R) : E‏ ع (Vx‏ 
۰ اد اد" : x‏ 7:26 :۰( ع ) 
| یکی ه من 8 ٠‏ لیا 1 im E‏ ۰ اذن ر قابله للاشتقاق فى © و 1= )7۳ 

ومنه كر قابله الاشتقاق على 18 . ولا 1= (Vx € R):  )( = x'‏ 
۰ الرال: kx‏ ك (VxER): f:x‏ 
لیکن © من 18 . إدينا ل lim ZS‏ + ان کر قاباد للاشتقاق فى © و )= )"7 
ويه / قاب الاشتقاق على ® » ولدین: ER): f(x) = )6( = Kk‏ ۷) 
«ه اد اد : ير جا عرو : (1 جع ۲ ۷) 

¿ © من 18 ۰ لدينا: اكاك سس iy‏ > إذن f‏ قابله للاشتقاق فى a‏ و 20 < (0) / 
۳ قال“ للاشتفاق عل R‏ » وإدينا: 2 ار كك رار : R)‏ ع (Vx‏ 
٠ه‏ ادا : Vx‏ ك (vx E ]0: +o): f:x‏ 

الدللة: × ج نر غير قابلة للاشتقاق على ین الصفر . 

/ TT 5 0 ._ f 0-17 )0( 

یکن © من ]+ :0 : لدا چم < کا مزا إذن f‏ قابلة الاشتقاق في 0 وچ f)‏ 
لاب / قبل الاشتقاق عل ]م+: [0‏ ودينة چاج = “لم = 6۵ :+ زوزع (vx‏ 


a 


Nx 
(Vx ER) : f:× ا ا‎ 7 


ليكن © من ¿ ]+ :0[ نا ]0;0[ . إدينا: ل _ ہن إذن ۶ قاب الاشتقاق في ۵ و2 - = (0)'/ . 


2 - 0 a 
)۷× € 8R): 6۵ = ©' = - 5 ومنه گر قابله الاشتقاق على ]+ :0[ وعل ]0 زمه-[ ولدین:‎ ٠ 
(VXER): f:x ™sinx ادااد:‎ » | 


eee‏ لاا 


f()—-f(a) . sin(a +h) ¬ sin(a) . sin(a) cos(h) + cos(a) sin(h) - sin(a) 
ةر س ر‎ 


h¬+0 h h¬+0 h‏ 0 -- 2 0ج 
sin(h) 1 — cos(h)‏ 


h h* 


sin(a).h = cos(a) 
. إذن ير قابله الاشتقاق فى 4 و (ه)كمc= (ه)'‎ 
(VxER): f(x) = sin'(x) = cos(x) as » 5 ۳ ومنه كر قال للاشتفاق‎ 
سس خاصية:‎ 7 
: إذا كانت عر و م دالتين قابلتين للاشتقاق عل جال 7 فان‎ | 
«الدالة ع + 7 قابلة للاشتقاق على 7 و لدينا: اي +( + /ر).‎ 
۰)۸۴ (' = ۸۴ ': هالدالة ۸ حيث (218 ) قابلة للاشتقاق على 7 و لدينا‎ | 
«الدالة ع × قابلة للاشتقاق على 7 و لدينا : /ر' م جع'ثر - '(ع» /ر).‎ 


- 111 0 
lim (a) 


لاله > قابلة للاشتقاق في كل عنصر × من 1 حيث 7)(۶0 ا 


© اإدالة قابلة للاشتقاق في كل عنصر × من 7 حيث ۶0 )ع و لدینا: 0 ِ 
«الدالة 7۳ حيث ( ۸> «) قابلة للاشتقاق على 1 و لدینا :' f‏ × ",= '(”/) . 


«إذا كانت ۶ دالة موجبة قطعا فإن» الدالة ر قابلة للاشتقاق على 1 و لدينا : (vxre1) (f | )( - A‏ 


2۶ )( 


0 امل 
رحد د مشتمة الدوال التالية: 
۶ 1 - زو +322 + (Vx +5 e g(x) = sinx + 6 ٠ f(x) - x*‏ = وم . 
که تطبيق 2 : 


' ) حدد مشتقة الدالة كم فى الالات التالية: 


0 + ×3 - ×) = (2) ره 6 e f(x) = (1 + 3x7)‏ 6 +2 - 3ک = () ممه 
٠200 - 2 ۰۶:00 =‏ يبد - ٠00‏ 


ر 1- < × 1+ x‏ - (ع) ور 
٠ :‏ هش ۰ 2 / 
9 1- > بر ×+ (x)=-x‏ ۴ ی راو[ ×3 - ۷1 = ()(]ه 


2 باستعمال الدالة الشتقة» احسب المایات التالية : 
lim 2‏ 1 
2-1 1 2 مر 3 لديز 
دكن 1 دالة قابلة للاشتقاق على مجال 1 وه و عددین حقیفیین. 
ولتكن 7 جموعة الأعداد الحقيقية × بحيث 1ء (ط+«×ه) 
الدالة (ط+ )۶ جرد قابلة للاشتقاق على 1 ولدینا: (f (ax+b))' = af '(ax +b)‏ ( 2 ۲۷ ) 
که تطبيق © : 


أحسب الدالة المشتقة للدوال التالية:(4+<2)هها - (×) جره (2-:3)وم - («)كره (42-5)هذة- («) زه 


1 المشتقات المتبالية: 


كت / دال قابلة الاشتقاق على جال مفتوح 1 . 
«إذا كانت ثثر قابله لاشتقاق عل 1 فان دالتها المشتقة (۱/) أسمى الدالة المشتقة الثانية للدالة f‏ ونر ها بالرم 


/ I1 
«وإذا كانت “كر قابلة للاشتقاق عل1 فان دالتها المشتقة '( ) تسمى الدالة المشتقة الثالقة داد ر ونرمن ها بالرمز‎ 


2 أو‎ f 
قاب للاشتقاق 7 هرة فان دالتها المشتقة من الرتبة 7 برمن ها بائرمن اه‎ f «إذا كنت‎ 
مثال:‎ 0 
۶ ):( - لتحدد المشتقة الأولى والثانية والثالثة للدالة ۶ المعرفة بما یلی: 5- 72+ + 2 - “بق‎ ' 
تطبیقات الإشتقاق:‎ ۷۲ 


1 الرالة المستقة وتعیرات رالة عررية: 


8 


لتكن / دال قابلة للاشتقاق عل خجال 1 . 
« ۶ تزايدية على 1 إذا وفقط إذا کان: 0 < f ')x(‏ : (1 ع .)۷x‏ 
ه تتاقصية على 7 إذا وفقط إذا کان: 0 > (*)”/ : (1 © ۷2), 
«٠‏ ثابتة على 7 إذا وفقط إذا کان: 0 = (82)”/ : (1 © ۷2), 
2 منال: 
ندرس تغيرات الدالة ۴ المعرفة با يلي: 3+1 + 22 د مار 
ك تطبیق © : 
آدرس تغیرات الدالة گر في الحالات التالية: 
1+ 2 


© الال ©: مسر - («). 


.1 
all 8 02‏ ©: -- +ع - )۶ : 
“77 © بيو ه: (-عل)- وم . 


2 مطاريف رالة قابلة للاشتقاق: 


۱ 
کک تعربف : 

تکن ۶ دال قابلة الاشتقاق على جال مفتوح 1 وه عنصر من 1. 

۶ تقبل مطرافا فى كر تعدم في © ونتغير اشارشاه 

»ادا كانت / دال قاباة الاشتقاق ق © وتقبل مطرافا فى © فان 0 = (6©)' f‏ 


ه إذا كان 0 = (ه)/ فهذا لا يعنى بالضرورة أن (ه )۶ مطراف لادا كر عند النقطة © . 
٠‏ إذا کان 0 = (ه)ثر يعن أن (6۶) بقبل مماسا أفقيا عند النقطة ((ه) f‏ زه)۸. 


0 


XxX 


تعتبر اللداللة ا المعرفة ب: كي = ()] 
1 حدد ,82 جموعة تعريف الدالة /. 
2 ادرس تغيرات الدالة ۶ . 
3) حدد مطاريف الدالة ‏ . 
4 ضع جدول تغيرات الدالة /. 


1 < 
(Yxe D, ):-15 f(D >< بين أن:‎ 5 


بت المعادلة التفاضلية 0 = رت + 'ر: 


حر تعربف : 
لیکن م عددا حقیقیا غبر منعدم. 


« المعادلة 0 = رب + ر ذات الجهول الدالة ر حيث ”ر هي المشتقة الثانية للدالة 2 سمى معاداة تفاضلية. 
3 * كل دال ۶ قاب للاشتقاق تين على ۸ و تحقق المتساوية 0 = (×) f )2( + f‏ لكل × من 18 سمى 
9( حلا للمعاداة التفاضلية 0 = نوكن + ۳۲ . 
رصم خاصیذ: 
یک له عددا حفيقيا غير منعدم. 
الحل العام للمعاداة التفاضلية 0 = کب + ”ر هو جموعة الدوال ر المعرفة ۴ بلي : 


. / 65 حيث 65 ۵ و‎ YJ : 2 ج۲‎ 0 605 ۵2۲ + 6 sin mx 


۵7 مثال: 
“725 نحن العادل التفاضلية 0 = 7 + ”بر . 
که تطبيق ©0 : 
1 حل العادله التفاضية 0= 3 + “برد :(8) 
2) نعتبر المعاد ل التفاضلية 0= +16y‏ 7۲ :(۳) 
أ- حدد جموعة حلول الماد )٤'(‏ . 

402 ب- حدد الدالله لر حل العادله (87) و الی تحقق الشروط البدئة التالية 1 = (0)ر و 1 - (2) ۷ 
٠‏ 3) لتكن الإدالة العددية المعرفة عل 5 عايللى: (3 +«2-)05ع2 = (۲) حيث 8 ع a‏ 
بين أن حل العادله التفاضلية 0 = ر4 + 7 
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دراسة وكثثيل دال عددية 


ع. الفروع اللانهائية: 
في جمیع فقرات هذا الدرس» تنسب الستوی إلى معلل متعامد هنظم (:0) . 
7 کک تح رف : 
۷ لتكن ((0) ۶ :)1۸ نقطة من (C,)‏ منحن دال f‏ . 


تقول إن (م©) یقبل فرعا لانهانیا ادا ات × أو () إلى + أو م- . 


1 المقارب الأفقي - المقارب العموري: 

ت شاط 2: أنظر سلسلة الأنشطة. 
٠١‏ لتكن / دالة عددبة وه وط عددين حقیفیین. 
٠‏ إذا كانت = )110 فإنعا نقول إن (62) يقبل مقاربا آفقیا معادلته: ۸ = لر بجوار 0 . 


« إذا كنت 6ه - (۸) كر نا فانتا نقول إن (ع6) یقبل مقاربا عموديا معادلته: ۵ = 6 . 
2 أمعلده 


212 


ی (ايرء دیا : 3 - )۶ معنا » إذن (م©) يقبل مقاربا افقیا معادلته: 3 = ر عرار + . 
چ تعر س = (×) “f‏ لدينا :10 = f (x)‏ 11۳7 اذل الستقم ذو المعادك: 2 = × مقارب مودي لمنحن (ع6) ۱ 
که تطبيق 0 : 
XxX ۳۹ 5‏ 
1( 0 كر دال عددبة معرفة عا بلي : Ta‏ <<( 
احسب نان / عند 1-00 ثم اعط تاويلا هندسيا للنتيجة. 
5 5 21 
2 لتكن 9 دال عددية معرفة عا بلي : = (2) 0. 


0 تعتير 


0 1 حدد م82 ججموعة تعربف الدالة / . 
2 حدد نابات الدالة f‏ عند محداتم ثم استنتج مقاربات المنحى(م©) الممثل لاله . 
2ه المقارب المائل: 
ت شاط 2 : أنظر سلسلة الأنشطة. 


لشکن ‏ دالة عددية و( ,0) منحناها. 


إذا کان: 0 = (ax + b))‏ - وم lim (f‏ فانتا نقول ان (م6) قبل مقاربا ماثلا معادلته:5 + ۵ = ر جوار 


» 00 


0 مثال: 
نکن / الدالة المعرفة على على R‏ عا یی: =+ 1+ 2x‏ = (م). 
دید 0 چا = ((1 + „im (fC - (2x‏ 
| إذن المستقيم ذو العادلت 1 + 22 = رر مقارب مائل انحن (6۶) بجوار 00+ . 
حر خاصية: 
تكن ثر دالة عددية و(,6) منحناها. 
3 يكون المستقيم ذو المعادلة 2+ جه = بر (0 ± ه) مقاربا ماثلا ل (,6) بجوار © إذا وفقط ذا کان: 
| ه limf(0=‏ و liml™=a‏ و lim(f0 =a) =b‏ 
که تطبيق © : 
لتكن و الداله المعرفة عا بل: مت = (مر) و 
۰ 1) حدد ولا جموعة تعربف ادا 9 
2 بين أن (و٤)‏ منحن دا و يقبل مقاربا مائلا (2) بجوار +١‏ » محددا معادلته. 
وو 3) ادرس الوضع النسي للحن( 60) ومقاربه الماثل(2) . 


١ 


00 جح در 


۷ 3 الفروع الشلهمية: 
ت شاط © : أنظر سلسلا الأنشطة. 
سح حر تحار بف: 


لتكن/ دالة عددية بحيث: ٥ه‏ = (0) ]170و (6) منحناها في معل متعامد (0:1:7). 
0ب مر 1 
باه ذا کن : مه = لكلا lim‏ » فإنغا نقول وان (6) یقبل فرعا شلجمیا فى اتجاه غور الا راتیب بجوار 00. 


۶ إذا كان : 0 = ك ن1 » فإننا نقول إن (م6) يقبل فرعا شلجمیا في اتجاه غور الأفاصيل بجوار مت. 
» اذا که = لكا جر و lim (f (x) = ax) = o‏ » فإننا نقول إن (م6) قبل فرعا شلجميا احاهه 
الستقم ذو الماد × = ر بجوار 00 


لتكن 7 دالة عددية معرفة على اس: 2 |= د عا بلي : ۰۷3-2  )(‏ 


۶ 53 
٠١‏ ما أن : 0+ = 3-2 lim  ) x) > lim‏ و 0< نه مت هن = لل im‏ 


E GE 1‏ 
فإن : (,0) یقبل فرعا شلجمیا في اتجاه حور الأفاصيل اون 
که تطبيق © : 
ادرس الفروع اللانبهائية للدالة f‏ مجوار ۳00 نی الحالات التالية: 
© لاله ©: 2-7 <()/. 


4 


۴ الحاله ©: 2+1 - )ار . 
© الاھ ©: ×3 +2 - )£ . 


ظ د. تقعر منحنى دالة - نقط انعطاف: 
کک تحار بف: 
كر دال عددبة قابلة الاشتقاق على مجال مفتوح ا 


۰ نقول ان ل مر حدب ا موجه نحو الاراتیب الموجبة) إذا کان بوجد فوق جميع 
lk‏ 


ه نقول إن منحن الدالة ر مقعر عل 1 (أو منحن موجه نحو الاراتیب السالبة) إذا كان يوجد تحت جميع مماساته. 
٠‏ نقول إن النقطة((0)/ ;»)4 نقطة انعطاف لمنحن (6۶) إذا كان (ع6) بغير تقعره على یکین وعل سار © . 


A ۳ 1 To) 


٠‏ دراسة تقعر دالة يعني تحديد المجالات التي يكون فما المنحنى محدبا والمجالات التق يكون فيا هذا المنحنى مقعرا. 
«إذا كان (,6) يقبل نقطة انعطاف 4 فان المماس ل (6) عند هذه النقطة يخترق هذا المنحنى. 


لتكن ۶ دال قابلة الاشتقاق مرتين عل جال 1 و (6) منحناها في معلل متعامد (1:7 :0). لدينا 
٠‏ إذا کن لک من 1 : 0 < (2<) "ير فان (۶) محدب عل 1 . 

» إذا کان لکل × من 1 : 0 > ()"] فان (6۶) مقعر على 1 . 

« إذا كنت "7 تنعدم وتغير إشارتها في © فان ((4)0:/)0 نقطة انعطاف ل (م6) ۰ 


TE ۲ ۱ ا‎ 

1( ادرس تفعر منحى ادا 9 المعرفة على 18 عا بلي : 1 + × + تیور لاح = ()9. 
۱ 2) ادرس تقعر منحنى الداللة ۶ المعرفة عل أ :0] عايل: 1+ ددم = (). 
کڪ تطبیق © : 


في البیان أسفلهء (6) هو منحن دالة قابلت للاشتقاق مرتين عل اجال [4 :4-] . 


دكن f‏ دال عددية معرفة عل جموعة 1 و (م0) منحناها في معا متعامد ([:0:1). 


د عناصر ثمائل منحنى: 
1 میور تمائل مننى رالة عررية: 


کون ااستقم ذو المعادلة © = × مور تمائل للمنحنى (ع) إذا وفقط إذا كان : 
l4 XEM DES‏ و (00 > (20-0)/ 


0 ملاحظة: 
ف حالله 0 = © تکون ‏ دالة زوجية و (6) متماثل بالنسبة لحور الأراتيب. 
که تطبيق 2 : 


لاون أن المستقيم (۵) محور تمائل للمنحنى (م6) للدالة f‏ في الحالات التالية: 
=x +x +1 all © 77“‏ )ی د :(۵). 


© لاله ©: 3 + 22 - 2۰۶ f(x)‏ و1 - ۲ :(21). 
© الاو ©: f(x) = cos(2x)‏ 7۲9 ح ۲ :(21). 


2 مرلز تماثل مننی «الة عررية: 


لتکن ‏ دالة عددبة معرفة على جموعة (1 و (Cr)‏ منحاها فى معا را ([:0:1) و »6 و6 عد دن حفیفیین ۰ 


| تکون التقطة (22)0,5 مرک تمائل للمنحنى (6۶) إذا وفقط إذا کان: 

لکل »2 من VED D‏ - »20 و f(2a—-x)+f(x)=2b‏ 
0 ملاحظد: 

في حالة 0 = ط = 0 تکون ‏ دال فردية و (6۶) متمائل بالنسبة لأصل المع 


کڪ تطبيق 2 : 
كيين أن © مک تمائل المنحنى (م0) لاله کي خن این 
4 ورزر( 


© الاله ©: 3 )0 و (2,0) 0. 
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